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Abstract
In this paper, we use an irreducible plane-cubic curves in the projective plane PG(2, q) to con-

struct (k,3)-arcs of size 4ν where ⌈ q+1−2
√
q

4
⌉ ≤ ν ≤ ⌊ q+1+2

√
q

4
⌋. Each of these arcs gives rise to an

error-correcting code that corrects the maximum possible number of errors for its length. Further-
more, we discuss the completeness of each arc. The isotropy subgroup of each arc are determined.
All Griesmer codes that correspond to plane-cubic curves are given for 7 ≤ q ≤ 37, q is a prime.
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1. Introduction

The subject of this paper depends on themes of Projective geometry over a finite field of prime
order, Group theory, Field theory, Presentation theory. The strategy to construct the stabilizer
groups and also to embedded the arcs is given as following:

A (k, d)-arc K in the projective plane over Galios field Fq, Fq being the finite field with q elements,
is a set of k elements such that no line in PG(2, q) meets K in more than d points. The (k, d)-arc is
called complete if it is not contained in a (k + 1, d)-arc. For the completeness of plane cubic curves
over finite fields which are precisely (k, 3)-arcs, we can see [3]. For basic facts on arcs the reader is
referred to [7] (see also the references therein), [8], [1], and [16].
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A natural example of a (k, d)-arc is the set Xd(Fq) of Fq-rational points of a plane curve Xd with-
out linear components and defined over Fq , where k equal to the cardinality of Xd(Fq) and d is the
degree of Xd. As a matter of terminology, we shall say that Xd has the arc property whenever Xd(Fq)
is a complete (k, d)-arc with k and d as above. As a matter of fact, the interplay between the theory
of algebraic curves and finite geometries was initiated by Segre around 1955. In [13] (see also [7] he
established an upper bound for the second largest size that a complete (k, 2)-arc in PG(2, q) can have.

Problems in combinatorics, especially in finite geometry, often require a count of the number of
solutions of an equation in one or more unknowns defined over a finite field Fq. When two unknowns,
namely X,Y , occur, the equation is of type f(X,Y ) = 0 with f ∈ Fq[X,Y ], and the geometric
approach for solving it depends on the theory of algebraic curves over finite fields.

In this paper we are concerning with the problem of determining plane-cubic curves having the
arc property. This was asked around 1988 by Hirschfeld and Voloch [9]. Only few examples of such
curves are known. Among plane curves we have the irreducibles conics in odd characteristic [7],
certain cubics [9], and Hermitian curves [7].

For an (k, d)-arc K in PG(2, q), we define the isotropy subgroup of K as follows:

G(K) := PGL3(q)K =
{
γ ∈ PGL3(q) : γ(K) = K

}
,

where PGL3(q) is the projective general linear group over Fq.

Assume that ⌈κ⌉ denotes the smallest integer greater than or equal to κ and that ⌊κ⌋ denotes
the largest integer less than or equal to κ. Then the main results in our work are:

Theorem 1.1. For a prime q ≥ 7 and an integer ν where ⌈ q+1−2
√
q

4
⌉ ≤ ν ≤ ⌊ q+1+2

√
q

4
⌋; there is

(4ν, 3)-arc in PG(2, q). It follows that the maximum integer ν such that a plane cubic of size 4ν

exists in PG(2, q) is ⌊ q+1+2
√
q

4
⌋. Moreover, incomplete (8, 3)-arc exists for all prime q ≥ 7.

Corollary 1.2. For a prime q ≥ 7 and an integer ν where ⌊ q+1−2
√
q

4
⌋ ≤ ν ≤ ⌊ q+1+2

√
q

4
⌋; there

exists a projective [4ν, 3, 4ν− 3]q-code of dimension 3. In particular, the codes [12, 3, 9]7, [16, 3, 13]11,
[20, 3, 17]13, [24, 3, 21]17, [24, 3, 21]19, [28, 3, 25]19, [28, 3, 25]23, [32, 3, 29]23, [36, 3, 33]29, [40, 3, 37]29,
[36, 3, 33]31, [40, 3, 37]31, [44, 3, 41]37 and [48, 3, 45]37 are Griesmer codes.

2. Linear codes and plane-cubic arcs

A linear [k, n, d]q-code C over q = ph is an n-dimensional subspace of the k-dimensional vector
space V = V (k, q) over Fq. The minimum distance d of the code is the smallest number of positions in
which two different elements of C differ. Equivalently, d is the smallest number of non-zero symbols
in any non-zero vector of C. From [2], the Singleton bound states that, if C is an [k, n, d]q-code, then
d ≤ k−n+1. The Singleton defect for linear code C is defined as △(C) = k+1−n−d. Linear codes
meeting the singleton bound are Maximum Distance Separable (MDS). For more information about
MDS codes, we can see [4]. In general, a linear code having singleton defect equal to 1 is Almost
Maximum Distance Separable (AMDS). Furthermore, in the later reference, we have the following
theorem:
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Theorem 2.1. There exists a projective [k, n, d]q-code if and only if there exists an (k, k− d)-arc in
PG(n− 1, q).

A central problem in coding theory is that of optimizing one of the parameters n, k and d for
given values of the other two and q-fixed. There are two versions introduced in [6], namely

1. Find dq(n, k), the largest value of d for which there exists an [n, k, d]q-code.
2. Find nq(k, d), the smallest value of n for which there exists an [n, k, d]q-code.

A code which achieves one of these two values is called d-optimal or n-optimal respectively. The
well-known lower bound for nq(k, d) is the Griesmer bound [5], [14]

nq(k, d) ≥ gq(k, d) =
k−1∑
j=0

⌈ d
qj
⌉

Codes with parameters [gq(k, d), k, d]q, are called Griesmer codes.

Theorem 2.2. [Griesmer Bound [6]] Let C be a linear [n, k, d]-code over GF (q) . Then we must
have that nq(k, d) ≥

∑k−1
j=0⌈

d
qj
⌉.

In [6], we see that nq(k, d) = gq(k, d) for all d when k = 1 or 2. The problem of finding nq(k, d)
for all d has been solved only in the next cases (See [11], [12]):

• k ≤ 8 for codes over GF (2),

• k ≤ 5 for codes over GF (3),

• k ≤ 4 for codes over GF (4),

• k = 3 for codes over GF (q), 5 ≤ q ≤ 9.

Thus, in the case of three-dimensional codes the problem remains open when q ≥ 11.

Let F (x0, x1, x2) be a form, that is, a homogeneous polynomial in Fq[x0, x1, x2]. The vanishing
set of this form,

V = {(x0 : x1 : x2) ∈ PG(2, q) : F (x0, x1, x2) = 0},

is a curve in the projective plane PG(2, q). The curve is irreducible if F (x0, x1, x2) does not factor
in Fq[x0, x1, x2] where Fq is the algebraic closure of Fq.

A point P lying on a curve is a singular point of the curve if there is more than one tangent line
to the curve through P , [10]. If no such point exists in PG(2, q), that is, if there is a unique tangent
line at each point of the curve considered over Fq, then the curve is a non-singular. This means
that, working over the algebraic closure of Fq, it is impossible to find a point P on V such that the
three partial derivatives of F with respect to x0, x1, x2 are all zero at P . If a curve V in PG(2, q)
has a singular point over the algebraic closure of Fq, then the curve V is singular. Geometrically, the
non-singularity of V means that it has no node or cusp or isolated double point; so there is a unique
tangent line to the curve at every point P .



2592 Hanan J. Al_Mayyahi, Mohammed A. Alabbood

Let X be a projective, geometrically irreducible, non-singular, algebraic curve defined over Fq,
with q = ph and p a prime. The celebrated Hasse-Weil theorem states that the number #(Xg(Fq))
of its rational points has an upper and lower bound:

|#(Xg(Fq))− (q + 1)| ≤ 2g
√
q; (2.1)

where g is the genous of Xg, see, for example, [15].

It follows, that if X is a plane curve, which may be singular, of degree n defined over Fq, then
the size of the latter set, namely X satisfies

(q + 1)− (n− 1)(n− 2)
√
q ≤ #(X (Fq)) ≤ (q + 1) + (n− 1)(n− 2)

√
q. (2.2)

3. Irreducible plane-cubic curves and (k, 3)-arcs

In this section, we construct (k, 3)-arcs in projective plane PG(2, q) by using an irreducible plane-
cubic curve. This method having the following steps: The vanishing set of general plane cubic is
given by the following variety:

C = V(c1x3
0 + c2x

3
1 + c3x

3
2 + c4x

2
0x1 + c5x

2
0x2 + c6x

2
1x0 + c7x

2
1x2 + c8x

2
2x0 + c9x

2
2x1 + c10x0x1x2).

Consider the set of points

C0,0 = {(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)}

and
C1,1 = {(1 : 1 : 0), (1 : 0 : 1), (0 : 1 : 1), (1 : 1 : 1)}.

For q is a prime and q ≥ 7, the points in C0,0 ∪ C1,1 forms a (7, 3)-arc in PG(2, q) which is a
quadrangle with vertices, namely the points

(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1), (1 : 1 : 1),

and with the diagonal points, namely the points

(1 : 1 : 0), (1 : 0 : 1), (0 : 1 : 1).

By substituting these points in the homogeneous equation of C , we get

c1 = c2 = c3 = 0,

and c6 = −c4, c8 = −c5, c9 = −c7 and
∑10

j=1 cj = 0. Consequently, we get c10 = 0.

It follows that the vanishing set of plane cubic passing through C0,0 ∪ C1,1 becomes

C = V(c4x2
0x1 + c5x

2
0x2 − c4x

2
1x0 + c7x

2
1x2 − c5x

2
2x0 − c7x

2
2x1).

It is clear that if C is irreducible then ck ̸= 0 for k = 4, 5, 7. So assume that ck ̸= 0 for k = 4, 5, 7.
Then

Cλ,τ := C = V(x2
0x1 + λx2

0x2 − x2
1x0 + τx2

1x2 − λx2
2x0 − τx2

2x1), (3.1)
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where λ = c5/c4 and τ = c7/c4. Let us assume x2 = 1, we have the following affine cubic curve
of degree 3, namely

Ĉλ,τ := V(x2
0x1 + λx2

0 − x2
1x0 + τx2

1 − λx0 − τx1).

Ĉλ,τ := V(x2
0x1 + λx2

0 − x2
1x0 + τx2

1 − λx0 − τx1). (3.2)
However, the cubic in Equation 3.2 is irreducible if λ ̸= 0,−1, τ ̸= 0, 1 and τ ̸= −λ (mod q).

Let us consider the plane-cubic, namely

Cλ,τ = V(x2
0x1 + λx2

0x2 − x2
1x0 + τx2

1x2 − λx2
2x0 − τx2

2x1), (3.3)

where λ ∈ F7\{0,−1},τ ∈ F7\{0, 1} and τ ̸= −λ (mod 7). If we assume

Eλ,τ (q) = C0,0 ∪ C1,1 ∪ {(1 : −λτ−1 : τ−1)}

then we get the Table 1.

Table 1: (k, 3)-arcs as the set of points on the plane cubic Cλ,τ (7) over F7

The plane cubic Cλ,τ (7) Points of Cλ,τ (7) as (k, 3)-arc #(Cλ,τ (7))
C1,2(7) E1,2(7) 8
C2,2(7) E2,2(7) ∪ {(1 : 4 : 6), (1 : 5 : 6), (1 : 4 : 3), (1 : 5 : 3)} 12
C3,2(7) E3,2(7) ∪ {(1 : 4 : 2), (1 : 3 : 5), (1 : 3 : 2), (1 : 4 : 5)}} 12
C4,2(7) E4,2(7) 8
C1,3(7) E1,3(7) ∪ {(1 : 6 : 2), (1 : 6 : 3), (1 : 5 : 4), (1 : 5 : 6)}} 12
C2,3(7) E2,3(7) 8
C3,3(7) E3,3(7) 8
C5,3(7) E5,3(7) 8
C1,4(7) E1,4(7) ∪ {(1 : 3 : 6), (1 : 2 : 6), (1 : 4 : 5), (1 : 6 : 5)}} 12
C2,4(7) E2,4(7) 8
C4,4(7) E4,4(7) 8
C5,4(7) E5,4(7) ∪ {(1 : 5 : 4), (1 : 2 : 4), (1 : 2 : 3), (1 : 5 : 3)}} 12
C1,5(7) E1,5(7) 8
C3,5(7) E3,5(7) 8
C4,5(7) E4,5(7) 8
C5,5(7) E5,5(7) ∪ {(1 : 2 : 6), (1 : 3 : 2), (1 : 2 : 5), (1 : 3 : 4)}} 12
C2,6(7) E2,6(7) 8
C3,6(7) E3,6(7) ∪ {(1 : 6 : 2), (1 : 2 : 3), (1 : 5 : 2), (1 : 4 : 3)}} 12
C4,6(7) E4,6(7) ∪ {(1 : 3 : 5), (1 : 6 : 4), (1 : 6 : 5), (1 : 3 : 4)}} 12
C5,6(7) E5,6(7) 8

For a prime q ≥ 7 and 5 ≤ q ≤ 37, our program give us:
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E⋆
2,2(7) = {(1 : 4 : 6), (1 : 5 : 6), (1 : 4 : 3), (1 : 5 : 3)},

E⋆
3,2(11) = {(1 : 5 : 7), (1 : 3 : 4), (1 : 3 : 2), (1 : 5 : 3)},

E⋆
2,2(13) = {(1 : 6 : 11), (1 : 2 : 3), (1 : 3 : 11), (1 : 12 : 5)},

E⋆
6,2(17) = {(1 : 16 : 15), (1 : 3 : 4), (1 : 16 : 4), (1 : 3 : 15)},

E⋆
11,3(19) = {(1 : 8 : 12), (1 : 13 : 9), (1 : 13 : 12), (1 : 8 : 9)},
E⋆
2,2(11) = {(1 : 9 : 4), (1 : 8 : 4), (1 : 9 : 2), (1 : 6 : 3), (1 : 4 : 7), (1 : 4 : 3),

(1 : 8 : 2), (1 : 6 : 7)},
E⋆
1,2(13) = {(1 : 11 : 6), (1 : 7 : 12), (1 : 12 : 4), (1 : 10 : 5), (1 : 7 : 5), (1 : 11 : 4),

(1 : 12 : 6), (1 : 10 : 12)},
E⋆
1,2(17) = {(1 : 13 : 11), (1 : 5 : 3), (1 : 5 : 14), (1 : 12 : 3), (1 : 15 : 7), (1 : 16 : 7),

(1 : 12 : 14), (1 : 9 : 11)},
E⋆
2,2(19) = {(1 : 14 : 6), (1 : 7 : 3), (1 : 4 : 8), (1 : 4 : 3), (1 : 7 : 8), (1 : 8 : 6),

(1 : 8 : 16), (1 : 14 : 16)},
E⋆
3,2(23) = {(1 : 8 : 6), (1 : 7 : 2), (1 : 8 : 13), (1 : 3 : 8), (1 : 11 : 6), (1 : 11 : 13),

(1 : 7 : 8), (1 : 3 : 2)},
E⋆
3,2(13) = {(1 : 10 : 3), (1 : 6 : 10), (1 : 8 : 2), (1 : 12 : 10), (1 : 6 : 8), (1 : 8 : 9),

(1 : 12 : 8), (1 : 3 : 2), (1 : 9 : 3), (1 : 2 : 11), (1 : 7 : 11), (1 : 3 : 9)},
E⋆
3,2(17) = {(1 : 16 : 11), (1 : 3 : 6), (1 : 10 : 7), (1 : 8 : 10), (1 : 6 : 11), (1 : 4 : 7),

(1 : 8 : 13), (1 : 3 : 2), (1 : 15 : 13), (1 : 15 : 10), (1 : 5 : 2), (1 : 5 : 6)},
E⋆
5,2(19) = {(1 : 4 : 11), (1 : 16 : 13), (1 : 12 : 11), (1 : 5 : 12), (1 : 5 : 17), (1 : 12 : 5),

(1 : 9 : 4), (1 : 18 : 13), (1 : 16 : 2), (1 : 9 : 14), (1 : 18 : 2), (1 : 4 : 5)},
E⋆
4,2(23) = {(1 : 17 : 10), (1 : 5 : 19), (1 : 19 : 17), (1 : 8 : 10), (1 : 12 : 19), (1 : 19 : 20),

(1 : 17 : 15), (1 : 8 : 15), (1 : 18 : 20), (1 : 12 : 21), (1 : 5 : 21), (1 : 18 : 17)},
E⋆
10,4(29) = {(1 : 3 : 4), (1 : 3 : 6), (1 : 16 : 19), (1 : 7 : 4), (1 : 16 : 13), (1 : 10 : 20),

(1 : 8 : 24), (1 : 8 : 21), (1 : 10 : 23), (1 : 4 : 23), (1 : 4 : 20), (1 : 7 : 6)},
E⋆
2,2(17) = {(1 : 2 : 8), (1 : 12 : 4), (1 : 3 : 16), (1 : 3 : 12), (1 : 11 : 8), (1 : 13 : 3),

(1 : 4 : 3), (1 : 7 : 15), (1 : 12 : 15), (1 : 8 : 12), (1 : 7 : 4), (1 : 8 : 16),

(1 : 4 : 14), (1 : 2 : 5), (1 : 11 : 5), (1 : 13 : 14)},
E⋆
1,2(19) = {(1 : 17 : 5), (1 : 6 : 17), (1 : 18 : 5), (1 : 6 : 12), (1 : 5 : 2), (1 : 4 : 12),

(1 : 11 : 4), (1 : 7 : 14), (1 : 7 : 4), (1 : 11 : 14), (1 : 10 : 13), (1 : 10 : 2),

(1 : 18 : 11), (1 : 4 : 17), (1 : 5 : 13), (1 : 17 : 11)},
E⋆
2,2(23) = {(1 : 4 : 5), (1 : 3 : 17), (1 : 19 : 15), (1 : 6 : 10), (1 : 19 : 10), (1 : 6 : 15),

(1 : 15 : 19), (1 : 17 : 4), (1 : 11 : 20), (1 : 4 : 3), (1 : 3 : 20), (1 : 2 : 21),

(1 : 2 : 19), (1 : 15 : 21), (1 : 17 : 7), (1 : 11 : 17)},
E⋆
1,2(29) = {(1 : 21 : 7), (1 : 6 : 28), (1 : 25 : 27), (1 : 11 : 7), (1 : 20 : 18), (1 : 6 : 20),

(1 : 12 : 14), (1 : 11 : 25), (1 : 21 : 25), (1 : 10 : 8), (1 : 13 : 28), (1 : 25 : 18),

(1 : 13 : 20), (1 : 12 : 8), (1 : 10 : 14), (1 : 20 : 27)},
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E⋆
1,2(31) = {(1 : 23 : 30), (1 : 6 : 15), (1 : 23 : 11), (1 : 2 : 24), (1 : 6 : 24), (1 : 5 : 12),

(1 : 5 : 18), (1 : 25 : 18), (1 : 3 : 25), (1 : 25 : 12), (1 : 18 : 30), (1 : 13 : 25),

(1 : 13 : 22), (1 : 3 : 22), (1 : 18 : 11), (1 : 2 : 15)},
E⋆
4,2(19) = {(1 : 14 : 12), (1 : 8 : 4), (1 : 10 : 4), (1 : 3 : 7), (1 : 2 : 3), (1 : 3 : 18),

(1 : 2 : 8), (1 : 9 : 3), (1 : 18 : 6), (1 : 12 : 9), (1 : 15 : 12), (1 : 8 : 14),

(1 : 14 : 17), (1 : 12 : 15), (1 : 9 : 8), (1 : 18 : 16), (1 : 4 : 6), (1 : 10 : 14),

(1 : 4 : 16), (1 : 15 : 17)},
E⋆
5,2(23) = {(1 : 13 : 19), (1 : 11 : 2), (1 : 8 : 17), (1 : 22 : 8), (1 : 3 : 14), (1 : 11 : 8),

(1 : 14 : 6), (1 : 20 : 9), (1 : 6 : 20), (1 : 4 : 19), (1 : 4 : 21), (1 : 3 : 9),

(1 : 5 : 6), (1 : 13 : 21), (1 : 14 : 13), (1 : 20 : 14), (1 : 5 : 13), (1 : 6 : 17),

(1 : 8 : 20), (1 : 22 : 2)},
E⋆
8,2(29) = {(1 : 28 : 17), (1 : 22 : 17), (1 : 28 : 4), (1 : 21 : 2), (1 : 15 : 16), (1 : 11 : 9),

(1 : 21 : 10), (1 : 20 : 10), (1 : 16 : 21), (1 : 22 : 4), (1 : 13 : 6), (1 : 13 : 11),

(1 : 26 : 21), (1 : 15 : 22), (1 : 4 : 11), (1 : 23 : 16), (1 : 7 : 9), (1 : 4 : 6),

(1 : 23 : 22), (1 : 20 : 2)},
E⋆
2,2(31) = {(1 : 17 : 21), (1 : 18 : 3), (1 : 9 : 5), (1 : 4 : 3), (1 : 4 : 19), (1 : 6 : 2),

(1 : 12 : 26), (1 : 6 : 21), (1 : 24 : 5), (1 : 18 : 19), (1 : 12 : 9), (1 : 24 : 28),

(1 : 23 : 26), (1 : 23 : 9), (1 : 20 : 8), (1 : 9 : 28), (1 : 5 : 8), (1 : 17 : 2),

(1 : 20 : 17), (1 : 5 : 17)},
E⋆
6,2(37) = {(1 : 31 : 34), (1 : 32 : 29), (1 : 35 : 22), (1 : 28 : 29), (1 : 31 : 27), (1 : 8 : 3),

(1 : 20 : 16), (1 : 30 : 34), (1 : 12 : 16), (1 : 9 : 22), (1 : 11 : 24), (1 : 32 : 31),

(1 : 30 : 27), (1 : 11 : 6), (1 : 19 : 6), (1 : 25 : 3), (1 : 19 : 24), (1 : 25 : 30),

(1 : 28 : 31), (1 : 8 : 30)},
E⋆
1,2(23) = {(1 : 9 : 4), (1 : 3 : 18), (1 : 17 : 3), (1 : 15 : 13), (1 : 7 : 15), (1 : 20 : 2),

(1 : 9 : 7), (1 : 13 : 8), (1 : 20 : 8), (1 : 15 : 6), (1 : 2 : 4), (1 : 18 : 10),

(1 : 4 : 6), (1 : 3 : 11), (1 : 2 : 7), (1 : 18 : 15), (1 : 14 : 3), (1 : 4 : 13),

(1 : 14 : 5), (1 : 17 : 5), (1 : 19 : 22), (1 : 13 : 2), (1 : 7 : 10), (1 : 19 : 16)},
E⋆
2,2(29) = {(1 : 21 : 23), (1 : 11 : 3), (1 : 9 : 19), (1 : 3 : 6), (1 : 14 : 6), (1 : 16 : 13),

(1 : 19 : 4), (1 : 2 : 17), (1 : 5 : 19), (1 : 9 : 24), (1 : 7 : 23), (1 : 14 : 11),

(1 : 3 : 11), (1 : 4 : 3), (1 : 4 : 12), (1 : 5 : 24), (1 : 23 : 13), (1 : 11 : 12),

(1 : 19 : 17), (1 : 7 : 5), (1 : 21 : 5), (1 : 2 : 4), (1 : 16 : 26), (1 : 23 : 26)},
E⋆
3,2(31) = {(1 : 8 : 28), (1 : 5 : 25), (1 : 20 : 21), (1 : 15 : 8), (1 : 13 : 27), (1 : 11 : 22),

(1 : 20 : 2), (1 : 21 : 18), (1 : 21 : 12), (1 : 10 : 17), (1 : 15 : 17), (1 : 5 : 22),

(1 : 25 : 5), (1 : 25 : 28), (1 : 8 : 5), (1 : 3 : 21), (1 : 11 : 25), (1 : 9 : 12),

(1 : 3 : 2), (1 : 9 : 18), (1 : 13 : 4), (1 : 18 : 4), (1 : 10 : 8), (1 : 18 : 27)},
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E⋆
1,2(37) = {(1 : 9 : 6), (1 : 20 : 35), (1 : 2 : 34), (1 : 4 : 7), (1 : 22 : 27), (1 : 34 : 28),

(1 : 12 : 9), (1 : 2 : 27), (1 : 14 : 20), (1 : 9 : 24), (1 : 23 : 35), (1 : 33 : 25),

(1 : 20 : 8), (1 : 31 : 25), (1 : 31 : 2), (1 : 21 : 24), (1 : 12 : 7), (1 : 33 : 2),

(1 : 22 : 34), (1 : 34 : 20), (1 : 14 : 28), (1 : 23 : 8), (1 : 21 : 6), (1 : 4 : 9)},
E⋆
3,2(29) = {(1 : 27 : 9), (1 : 18 : 26), (1 : 12 : 19), (1 : 3 : 10), (1 : 9 : 10), (1 : 18 : 13),

(1 : 24 : 16), (1 : 26 : 8), (1 : 14 : 16), (1 : 2 : 24), (1 : 9 : 2), (1 : 20 : 9),

(1 : 12 : 24), (1 : 15 : 20), (1 : 4 : 28), (1 : 15 : 28), (1 : 21 : 26), (1 : 25 : 14),

(1 : 3 : 2), (1 : 24 : 22), (1 : 21 : 13), (1 : 5 : 21), (1 : 14 : 22), (1 : 8 : 21),

(1 : 4 : 20), (1 : 26 : 14), (1 : 25 : 8), (1 : 2 : 19)},
E⋆
5,2(31) = {(1 : 28 : 24), (1 : 18 : 17), (1 : 30 : 2), (1 : 27 : 6), (1 : 30 : 21), (1 : 28 : 15),

(1 : 7 : 17), (1 : 4 : 30), (1 : 18 : 8), (1 : 22 : 29), (1 : 23 : 28), (1 : 22 : 13),

(1 : 20 : 29), (1 : 2 : 6), (1 : 6 : 11), (1 : 6 : 30), (1 : 24 : 2), (1 : 7 : 8),

(1 : 20 : 13), (1 : 10 : 5), (1 : 11 : 24), (1 : 11 : 15), (1 : 10 : 28), (1 : 27 : 23),

(1 : 23 : 5), (1 : 2 : 23), (1 : 24 : 21), (1 : 4 : 11)},
E⋆
2,2(37) = {(1 : 11 : 26), (1 : 29 : 3), (1 : 13 : 18), (1 : 30 : 26), (1 : 34 : 16), (1 : 15 : 18),

(1 : 4 : 30), (1 : 14 : 29), (1 : 30 : 15), (1 : 16 : 21), (1 : 4, 3), (1 : 15 : 10),

(1 : 9 : 29), (1 : 17 : 36), (1 : 10 : 21), (1 : 14 : 31), (1 : 29 : 30), (1 : 32 : 13),

(1 : 35 : 16), (1 : 10 : 5), (1 : 32 : 36), (1 : 19 : 22), (1 : 9 : 31), (1 : 17 : 13),

(1 : 16 : 5), (1 : 11 : 15), (1 : 13 : 10), (1 : 25 : 22)},
E⋆
9,2(29) = {(1 : 17 : 3), (1 : 17 : 12), (1 : 18 : 7), (1 : 26 : 22), (1 : 27 : 3), (1 : 15 : 24),

(1 : 19 : 13), (1 : 24 : 5), (1 : 16 : 2), (1 : 14 : 7), (1 : 9 : 27), (1 : 14 : 25),

(1 : 16 : 10), (1 : 18 : 25), (1 : 25 : 10), (1 : 20 : 13), (1 : 24 : 23), (1 : 15 : 19),

(1 : 26 : 16), (1 : 12 : 16), (1 : 4 : 5), (1 : 28 : 19), (1 : 7 : 27), (1 : 4 : 23),

(1 : 9 : 18), (1 : 20 : 26), (1 : 12 : 22), (1 : 19 : 26), (1 : 28 : 24), (1 : 27 : 12),

(1 : 7 : 18), (1 : 25 : 2)},
E⋆
6,2(31) = {(1 : 21 : 20), (1 : 4 : 25), (1 : 6 : 17), (1 : 20 : 27), (1 : 21 : 14), (1 : 7 : 12),

(1 : 4 : 22), (1 : 15 : 21), (1 : 30 : 28), (1 : 19 : 17), (1 : 3 : 28), (1 : 12 : 22),

(1 : 13 : 14), (1 : 8 : 21), (1 : 19 : 8), (1 : 26 : 10), (1 : 22 : 10), (1 : 26 : 7),

(1 : 3 : 5), (1 : 8 : 2), (1 : 13 : 20), (1 : 7 : 18), (1 : 6 : 8), (1 : 30 : 5),

(1 : 15 : 2), (1 : 23 : 18), (1 : 23 : 12), (1 : 12 : 25), (1 : 22 : 7), (1 : 11 : 27),

(1 : 20 : 4), (1 : 11 : 4)},
E⋆
4,2(37) = {(1 : 26 : 20), (1 : 13 : 26), (1 : 13 : 15), (1 : 32 : 18), (1 : 34 : 21), (1 : 27 : 11),

(1 : 22 : 28), (1 : 25 : 4), (1 : 33 : 10), (1 : 31 : 14), (1 : 29 : 5), (1 : 25 : 11),

(1 : 30 : 13), (1 : 15 : 32), (1 : 31 : 32), (1 : 10 : 2), (1 : 28 : 26), (1 : 19 : 13),

(1 : 29 : 21), (1 : 22 : 20), (1 : 34 : 5), (1 : 28 : 15), (1 : 17 : 2), (1 : 30 : 36),

(1 : 33 : 18), (1 : 15 : 14), (1 : 10 : 25), (1 : 32 : 10), (1 : 17 : 25), (1 : 26 : 28),

(1 : 19 : 36), (1 : 27 : 4)},



On the (4ν, 3)-arcs in PG(2, q) and the related linear codes; 12 (2021) No. 2,2589-2599 2597

E⋆
3,2(37) = {(1 : 35 : 21), (1 : 19 : 34), (1 : 33 : 6), (1 : 5 : 27), (1 : 30 : 20), (1 : 26 : 10),

(1 : 2 : 10), (1 : 28 : 21), (1 : 22 : 13), (1 : 33 : 24), (1 : 27 : 13), (1 : 15 : 22),

(1 : 2 : 18), (1 : 11 : 16), (1 : 5 : 34), (1 : 31 : 26), (1 : 29 : 22), (1 : 28 : 5),

(1 : 22 : 36), (1 : 19 : 27), (1 : 30 : 28), (1 : 35 : 5), (1 : 10 : 15), (1 : 26 : 18),

(1 : 18 : 28), (1 : 18 : 20), (1 : 27 : 36), (1 : 24 : 2), (1 : 24 : 25), (1 : 31 : 15),

(1 : 34 : 24), (1 : 3 : 2), (1 : 21 : 16), (1 : 34 : 6), (1 : 3 : 25), (1 : 10 : 26)},
E⋆
5,2(37) = {(1 : 36 : 2), (1 : 19 : 15), (1 : 29 : 12), (1 : 22 : 15), (1 : 27 : 20), (1 : 35 : 33),

(1 : 10 : 29), (1 : 31 : 5), (1 : 6 : 12), (1 : 27 : 28), (1 : 36 : 25), (1 : 35 : 17),

(1 : 6 : 23), (1 : 13 : 31), (1 : 28 : 2), (1 : 15 : 33), (1 : 18 : 35), (1 : 22 : 26),

(1 : 29 : 23), (1 : 9 : 30), (1 : 5 : 9), (1 : 24 : 3), (1 : 32 : 5), (1 : 5 : 7),

(1 : 15 : 17), (1 : 25 : 8), (1 : 11 : 9), (1 : 21 : 28), (1 : 25 : 35), (1 : 11 : 7),

(1 : 24 : 30), (1 : 28 : 25), (1 : 10 : 31), (1 : 18 : 8), (1 : 9 : 3), (1 : 32 : 21),

(1 : 19 : 26), (1 : 21 : 20), (1 : 13 : 29), (1 : 31 : 21)}.

From the above results, we construct the Table 2 that illustrates the possible size of the plane
cubic Cλ,τ (q) over Fq. Furthermore, in Table 2, we determined which of these plane cubics are
complete as (k, 3)-arcs. Also, all the correspond isotropy subgroups of (k, 3)-arcs are given in Table
2.

3.1. Proof Theorem 1.1
For a prime q ≥ 7, the Hasse-Weil theorem states that the number #(X1(Fq)) of its rational

points has an upper and lower bound:

|#(X1(Fq))− (q + 1)| ≤ 2
√
q;

where g = 1 is the genous of X1.

Our computer programs, states that the size of the plane cubic is 4ν (See Table 2). It follows
that the integer ν satisfies ⌈ q+1−2

√
q

4
⌉ ≤ ν ≤ ⌊ q+1+2

√
q

4
⌋. Consequently, there is (4ν, 3)-arc in PG(2, q)

for all values of ν in the above range. It follows that the maximal value of ν such that the plane
cubic of size 4ν exists is ν = ⌊ q+1+2

√
q

4
⌋.

Recall that Eλ,τ (q) is the set of all points in C0,0 ∪ C1,1 ∪ {(1 : −λτ−1 : τ−1)} where

C0,0 = {(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)}

and
C1,1 = {(1 : 1 : 0), (1 : 0 : 1), (0 : 1 : 1), (1 : 1 : 1)}.

Note that these points form the projective plane PG(2, 2) which is in turn a (7, 3)-arc. Furthermore,
if we assume λ ∈ Fq\{0,−1},τ ∈ Fq\{0, 1} and τ ̸= −λ (mod q). Then for odd prime q ≥ 7, the set
Eλ,τ (q) forms incomplete (8, 3)-arc on the plane cubic Cλ,τ (q).
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Table 2: Size of points on the plane cubic Cλ,τ (q) over Fq, where q is a prime and 7 ≤ q ≤ 37

Cλ,τ (q) #(Cλ,τ (q)) complete/incomplete isotropy subgroup
C1,2(5) = E1,2(5) 8 incomplete Z/4Z
C1,2(7) = E1,2(7) 8 incomplete Z/2Z

C2,2(7) = E2,2(7) ∪ E⋆
2,2(7) 12 complete Z/3Z× Z/3Z

C1,2(11) = E1,2(11) 8 incomplete Z/2Z
C2,2(11) = E2,2(11) ∪ E⋆

2,2(11) 16 complete Z/2Z
C3,2(11) = E3,2(11) ∪ E⋆

3,2(11) 12 incomplete Z/3Z
C1,2(13) = E1,2(13) ∪ E⋆

1,2(13) 16 incomplete Z/6Z
C2,2(13) = E2,2(13) ∪ E⋆

2,2(13) 12 incomplete Z/3Z
C3,2(13) = E3,2(13) ∪ E⋆

3,2(13) 20 complete Z/4Z
C2,3(13) = E2,3(13) 8 incomplete Z/4Z

C1,2(17) = E1,2(17) ∪ E⋆
1,2(17) 16 incomplete Z/2Z

C2,2(17) = E2,2(17) ∪ E⋆
2,2(17) 24 complete Z/3Z

C3,2(17) = E3,2(17) ∪ E⋆
3,2(17) 20 complete Z/2Z

C6,2(17) = E6,2(17) ∪ E⋆
6,2(17) 12 incomplete Z/3Z

C1,2(19) = E1,2(19) ∪ E⋆
1,2(19) 24 complete S3

C2,2(19) = E2,2(19) ∪ E⋆
2,2(19) 16 incomplete Z/2Z

C4,2(19) = E4,2(19) ∪ E⋆
4,2(19) 28 complete Z/6Z

C5,2(19) = E5,2(19) ∪ E⋆
5,2(19) 20 complete Z/2Z

C11,3(19) = E11,3(19) ∪ E⋆
11,3(19) 12 incomplete Z/3Z× Z/3Z

C1,2(23) = E1,2(23) ∪ E⋆
1,2(23) 32 complete Z/2Z

C2,2(23) = E2,2(23) ∪ E⋆
2,2(23) 24 complete Z/3Z

C3,2(23) = E3,2(23) ∪ E⋆
3,2(23) 16 incomplete Z/2Z

C4,2(23) = E4,2(23) ∪ E⋆
4,2(23) 20 incomplete Z/2Z

C5,2(23) = E5,2(23) ∪ E⋆
5,2(23) 28 complete Z/2Z

C1,2(29) = E1,2(29) ∪ E⋆
1,2(29) 24 complete S3

C2,2(29) = E2,2(29) ∪ E⋆
2,2(29) 32 complete Z/2Z

C3,2(29) = E3,2(29) ∪ E⋆
3,2(29) 36 complete Z/3Z

C8,2(29) = E8,2(29) ∪ E⋆
8,2(29) 28 complete Z/2Z

C9,2(29) = E9,2(29) ∪ E⋆
9,2(29) 40 complete Z/4Z

C10,4(29) = E10,4(29) ∪ E⋆
10,4(29) 20 incomplete Z/4Z

C1,2(31) = E1,2(31) ∪ E⋆
1,2(31) 24 complete S3

C2,2(31) = E2,2(31) ∪ E⋆
2,2(31) 28 complete Z/2Z

C3,2(31) = E3,2(31) ∪ E⋆
3,2(31) 32 complete Z/2Z

C5,2(31) = E5,2(31) ∪ E⋆
5,2(31) 36 complete Z/3Z

C6,2(31) = E6,2(31) ∪ E⋆
6,2(31) 40 complete Z/2Z

C1,2(37) = E1,2(37) ∪ E⋆
1,2(37) 32 incomplete Z/2Z

C2,2(37) = E2,2(37) ∪ E⋆
2,2(37) 36 complete Z/3Z

C3,2(37) = E3,2(37) ∪ E⋆
3,2(37) 44 complete Z/2Z

C4,2(37) = E4,2(37) ∪ E⋆
4,2(37) 40 complete Z/2Z

C5,2(37) = E5,2(37) ∪ E⋆
5,2(37) 48 complete Z/3Z

C6,2(37) = E6,2(37) ∪ E⋆
6,2(37) 28 incomplete Z/6Z

3.2. Proof Corollary 1
Theorem 2.1 tell us that there exists a projective [k, n, d]q-code if and only if there exists an

(k, k − d)-arc in PG(n− 1, q). So our result comes immediately from Theorem 1.1.

According to Theorem 2.2 and Theorem 1.1, we get the following Griesmer codes:
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[12, 3, 9]7, [16, 3, 13]11, [20, 3, 17]13, [24, 3, 21]17, [24, 3, 21]19, [28, 3, 25]19, [28, 3, 25]23, [32, 3, 29]23,
[36, 3, 33]29, [40, 3, 37]29, [36, 3, 33]31, [40, 3, 37]31, [44, 3, 41]37 and [48, 3, 45]37.
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