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 چكيده  اطلاعات مقاله
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باشـد كـه   هـاي دوار مـي  اي راكـت هـاي زاويـه  تغييرات سريع و غير منتظرانه در سـرعت 
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ــداري س   ــرل و پاي ــي را در كنت ــكلات خاص ــي  مش ــود م ــه وج ــتم ب ــادلات . آورديس مع
حركت مورد اسـتفاده در ايـن مقالـه بـر مبنـاي تئـوري دينـاميكي اجسـام جـرم متغيـر           
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  1مقدمه -1

هاي مكانيكي در اين مقاله سيستم جرم متغير به سيستم
گردد كه جرم آنها نسبت به در حال حركت اطلاق مي

كرده و اين تغيير جرم بر زمان به صورت پيوسته تغيير
مسائل بنيادي در  .باشدرفتار ديناميكي سيستم اثر گذار 

هاي جرم متغير، براي اولين بار توسط يك مورد سيستم
تحقيقات او . بيان گرديد 1812سال در  مخترع اهل چك

 .هاي جرم متغير استدر واقع تولد و آغاز تئوري سيستم
اي تحقيقات گسترده 1940از آن زمان تا اواسط دهه 

تا اين زمان تحقيقات . ها انجام گرفتدرباره حركت راكت
ها تنها معطوف به حركت انتقالي آنها گرفته در راكتانجام
ها در طول جنگ جهاني دوم، بررسي حركت راكت. بود

                                                 
 pouryavaziri@yahoo.com: پست الكترونيك نويسنده مسئول* 

  دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه سمنان .1
  

بيش از پيش مورد توجه قرار گرفت و نظريات متعددي در 
  .]1[ ن گرديدهاي دوار بيازمينه حركت چرخشي راكت

نشان داد كه حركت چرخش  1961تامسون در سال 
يك سيستم جرم متغير داراي تقارن محوري، به  عرضي

نسبت فاصله مركز جرم سيستم از نازل خروجي به شعاع 
اگر اين نسبت از يك . ژيراسيون عرضي وابسته است

با گذشت زمان كاهش  اي عرضيبزرگتر باشد سرعت زاويه
اين نسبت از يك كوچكتر شود، سرعت يابد و اگر مي

اي عرضي راكت در طول فرايند كاهش جرم، افزايش زاويه
  .]2[ يابدمي

دمپينگ  با انتشار مقاله خود واژه جت 1965وي در سال 
اي راكت در طول را به معني تغييرات در سرعت زاويه

عملكرد موتور به سبب گشتاور اعمال شده حاصل از 
گازهاي سوخته شده از نازل خروجي، خروج ذرات و 

گشتاور جت دمپينگ نسبت به گشتاورهاي " .تعريف نمود
آيروديناميكي در درجه دوم اهميت قرار دارد، اما در فضاي 
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خلا كه گشتاورهاي آيروديناميكي وجود ندارد، مهمترين 
  .]3[ ها خواهد بودمساله در پايداري راكت

هاي فضايي كه يتدر بعضي از مامور 80در اوايل دهه 
گرفت يك رفتار غير انجام مي 48استار توسط راكت 

منتظرانه و غير قابل توضيح در حركت راكت مشاهده 
مقدار اوليه 3/1وقتي سوخت موشك به حدود . گرديد مي

اي عرضي سيستم به حدي يافت، سرعت زاوايهتقليل مي
شد كه سيستم را دچار ناپايداري كرده و باعث زياد مي

  .]4[ شدجاد واگرايي در مسير حركت راكت مياي

هاي دوار ساخت داخل، مساله هم اكنون در نوع موشك
هاي نزديك به اتمام ناپايداري در حركت چرخشي در زمان

در اين مقاله با . گرددسوخت جامد راكت، مشاهده مي
نوشتن معادلات سيستمهاي جرم متغير براي يك استوانه 

ن مدل، علت ايجاد اين رفتار با جرم متغير به عنوا
  .گرددديناميكي آشكار مي

  

  علائم اختصاري
  

p  بردار موقعيت هر نقطه از سيستم جرم متغير

 نسبت مركز جرم آن

ω اي سيستم جرم متغير بردار سرعت زاويه 
α  اي سيستم جرم متغير بردار شتاب زاويه 

rv  بردار سرعت نسبي ذرات و گازهـاي سـوخته

 شده نسبت به سيستم

n  بردار يكه عمود بر سطح خروجي نازل 

I~ ممان اينرسي به صورت ضرب دياتيک 

M  ــر ــردار براينــد گشــتاورهاي خــارجي وارد ب ب

 سيستم

ib  ــده روي ــع ش ــه واق ــتگرد يك ــاي راس برداره

  سيستم جرم متغير

m  جرم 
 يچگال  

ds  المان سطحي از سطح نازل خروجي 

u  اسكالر سرعت نسبي گازهاي خروجي از نازل 
t  زمان 

dV  المان حجمي  

el  فاصله مرکز جرم استوانه از سطح انتهايي آن 

  

  

  سيستم جرم متغير معادله چرخشي -2

ر و تحليل يجرم متغ يهاستميس يبا استفاده از تئور
هاي جرم متغير در سيستم يمعادله چرخش٢كينديناميكي
  :رددگ يان ميبه فرم زير ب يحالت كل

)۱(     McMMM.ωIω.αI TH 
~~

  

:كه در آن  

)2(                dV 
dt rvp d

HM  

)۳(       ds s .nvvp rr TM  

)۴      (
   

 dV (

ds (.ω
dt

~
d

r

r

vpω

.nvpωp







I
MC  

HM يذرات جار يايهر مومنتوم زاويياز تغ يگشتاور ناش 
گشتاور  CMنگ ويگشتاور تراستTM،ستميدر داخل س

ي خارج يمجموع گشتاورهاM. شوديده ميس ناميوليكر
  .]1[ باشد يستم ميوارد بر س

در نولدز يانتقال ر يايفوق با كمك قضا يانتگرال يفرمها
  .]5[ اندحاصل شدهالات يك سيمكان

اگر جريان سيال در داخل سيستم نسبت به مركز جرم 
در آن صورت  ،ستم به صورت متقارن باشديس

  0dV  rvp .1را همانطور كه در شكل يز 
pمانند يبردار، pهر بردار يگردد به ازايمشاهده م

rr        :وجود خواهد داشت كه vpvp   
  
  
  
  

  حركت متقارن ذرات- 1 شكل
  

برابر ) 4(و ترم سوم سمت راست معادله  MH،MTبنابراين 
ر خلاصه يبه فرم ز) 1(جه معادله يگردد و در نتصفر مي

  :شوديم

                                                 
2Kane 

rv

rv

p

p

dm 

dm 
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)5(      M.ω
I

 ds( 
dt

~
d~~

 .n vp ωp.ωI ω.αI r 

 چهارم سمت چپ معادله فوق مختص سوم و يها ترم
ترم سوم مربوط به . باشدير ميجرم متغ يهاستميس
ركت ستم بوده كه در اثر وجود حيس ينرسيرات اييتغ

چهارم معمولا به د و ترم يآيستم به وجود ميس يچرخش
  .]6[ شوديده مينگ ناميدمپعنوان گشتاور جت

نكه يبا توجه به ا ، در اين حالتباشد 0rvچنانچه 
، هر دو ترم سوم وچهارم در ي ثابت استنرسيزان ايم

 ل به فرميده و معادله تبديمعادله فوق برابر صفر گرد
اجسام صلب  يدر حركت چرخش كين يكيناميمعادلات د

  .]7[ گردديم
  

  
بررسي حركـت چرخشـي آزاد اسـتوانه بـا      -3

  جرم متغير

ك يير برايجرم متغ يهاستمين قسمت معادلات سيدر ا
ر كه عمل كاهش جرم در آن به ياستوانه با جرم متغ

واخت نسبت به محور تقارن و با سه كنيصورت متقارن و 
جامد انجام  يهادر سوخت سوزشروش متفاوت مدل 

  .]8[ي شده استرد، بررسيگ يم
متقارن  يتوانند با رفتاريال تنها ميذرات س ،ن مدليدرا

ي انتها يايرهستم حركت كرده و از سطح دايدر داخل س
در واقع از حركت . كنواخت خارج شونديبه صورت استوانه
ستم يسوخته شده نسبت به س يذرات و گازها يچرخش

 يجداگانه برا ين مدل نازليدر ا. ده استيصرفنظر گرد
  .شوديخروج گازها در نظر گرفته نم

 
  استوانه باجرم متغير- 2 شكل

)3,2,1(يبردارها iib، يكه بوده كه بر رو ييبردارها 
  .انده شدهستم قرار داديس

، ستم صفر باشديوارد بر س يخارج يند گشتاورهاياگر برا
  :ديآيدر مير فرم زبه ) 5(معادله 

)6    (   0ds( 
dt

~
d~~

  .nvp ωp.ωI ω.αI r.ω
I  

و  xيگر، و دو محور عمود د zمحور تقارن استوانه، محور
y شوندمي ينامگذار.  

ر به ياستوانه جرم متغ يمعادله فوق برا يتك تك ترمها
 ينرسيبردار ممان ا. شونديل ميتشكibكهييكمك بردارها

  .گردد ير خلاصه ميك به فرم زياتيبه صورت ضرب د
)۷( 33bbJI(I

~ )   2211 bbbb 

Jحول محور  ينرسياسكالر اz وIحول  ينرسياسكالر ا
  .]7[ باشديم yا يxمحور 

  :ميدار
)۸(  321 bbbω zyx ωωω  

)۹(  321 bbbα zyx    

  :نيبنابرا

3z21 bbbI.α   JI yx  )(  )۱۰(

)()( 21 bbI.ωω xyzIJ    )۱۱(

321 bbbωI
zyx JI

dt

d   







)(.

~
 )۱۲(

uur(كنواخت ذرات از نازل يبا فرض خروج  .n︵v r  
  ريز يو با استفاده از تساو

  .ωIp ︶︵ωp ~
dm )۱۳(

  :توان نوشتمي





 


3

2
21

22

2

1
)(4(

))((

bbb

nvpω︵p r

zyxe RRlm

ds






 )۱۴(

  
در معادله )  14(، )12(، )11(، )10(معادلات  يگذاريبا جا

  :گرددير حاصل ميز سه معادله) 6(

  .ωIp ︶︵ωp ~
dm )۱۵(
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0)}
4

({)(
2

2  yezxy

R
lmIIJI   )۱۶(

0)}
4

{
2

 zz

R
mJJ   )۱۷(

  

و جمع  yدر ) 16(و  xدر ) 15(با ضرب معادله 
  :توان نوشتطرفين معادلات حاصل مي

)18(  0)()
4

()(
2

1 22
2

222 








 yxeyx

R
lmI

dt

d
I    

),()(متغيرهاي tt  گردندبه صورت تعريف مي:  

)۱۹(  
2

2R
mJt  

)۲۰(   )
4

(
2

2 R
lmIt e  

  

  :آينددر ميبه فرم زير ) 18(و) 17(بنابراين معادلات 

)۲۱( 0 z
z

dt

d
J 

)۲۲(  02  t
t

dt

d
I 

  

22كه در آن
yxt    . با حل معادلات ديفرانسيلي

txyفوق و با تعريف    ديآيج زير را بدست مينتا:  
  

)۲۳( 
t

zz tJ

t
00 ]

)(

)(
exp[


 

)۲۴( ]
)(

)(
exp[

00 
t

xyxy dt
tI

t

شود كه سرعت عادلات فوق اين مسأله استنباط مياز م
)(ي حول محور تقارن استوانهه ايزاو zاي  زاويه و سرعت

)(يعرض xyمانند  يخارج يهاي كه گشتاوردر حالت
گر يكدياز  ,وجود نداشته باشند يكيناميروديآ يگشتاورها

تابعي نمايي تغيير ان به صورت مستقلند و نسبت به زم
، يعني افزايش يا روند صعودي يا نزولي بودن آن. كندمي

 t)(و  t)(اي منوط به علامت كاهش سرعت زاويه

برابر صفر  t)(يا  t)(اگر هر كدام از عبارات . باشدمي
طول زمان ثابت باقي  اي درهاي زاويهتسرعميزان  باشد،
اگر هر كدام از اين عبارات بزرگتر از صفر باشد با . ماندمي

اي آنها به سمت صفر هميزان سرعت زاوي ،گذشت زمان
حركت ،كند و چنانچه اين پارامترها منفي باشدميل مي

ش يند كاهش جرم افزاياي سيستم درطول فرازاويه
 t)(و  t)(يدن پارامترهابدست آور يبرا. ابدي يم
 .ست نحوه كاهش جرم مشخص باشديبا يم

  
  سوزش محوري) الف

به صورت يك  جرم استوانه در اين متد فرض شده است،
نحوه ) 3(شكل  .يابدو از انتهاي آن كاهش مي بعدي

  .دهداستوانه را در اين متد نشان ميكاهش جرم 

  
  كاهش جرم استوانه در سوزش محوري- 3 شكل

  
)(tz بيانگر فاصله مركز جرم سيستم از انتهاي استوانه

  : يمدار .باشد يم tسوخت در زمان 

z

z

m

m
zRm


 22  )۲۵(

22mRJ   )۲۶(

22RmJ    )۲۷(

  

  :شودنتيجه مي )19(بنا به رابطه 
)۲۸( 02)( 2  RmJt 
برابر صفر بوده و در  t)(يعني در هر لحظه ميزان  

 0zدر طول فرايند كاهش جرم مقدار اوليه  zنتيجه 
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ي در بررسي حركت چرخش عرض .نمايدرا حفظ مي
  :استوانه داريم

)۲۹( )34( 22 zRmI 

  :توان نوشتمي) 25(با استفاده از رابطه 

)۳۰( )4( 22 zRmI  

  :ميدار
)۳۱( zhzzhle  2)22(

  
  :شوديجه مينت) 20(بنابراين بنا به رابطه 

)۳۲( ]1[4) 2(  hzhmt 

)0(ا در زمان ابتد t نند سوختيفرا يو انتها
)(  ttميدار:  
  

)۳۳( 04)(0,

0)0(,0
2 







 hmztt

hzt




  

04  zmhdtd  

  

  باشد و درتابعي صعودي با مقادير مثبت مي t)(بنابراين 
با  .كندبا گذشت زمان به سمت صفر ميل مي xyجهينت
، )24(در معادله ) 32( و )29(،)25(روابط  يگذاريجا

رات يين نمودار تغيا. گردديحاصل م 6 نمودار شكل
 ياستوانه را در روش سوزش شعاع يعرض يايهسرعت زاو

-يهسرعت زاو ،شودهمانطور كه مشاهده مي .دهدينشان م

. ييابدكاهش م hRر مختلف يمقاد يبه ازاي عرض يا
شكل استوانه به  يا به عبارتيزياد باشد  hRاگر نسبت 

 يعرض يايهسرعت زاو ،ل كنديسك تخت ميك ديسمت 
  .ابدييستم كاهش نميس
  
 سوزش شعاعي )ب

به صورت شعاعي ، در اين متد كاهش جرم و عمل سوختن
نحوه  ،4شكل . شوديدر نظر گرفته م ،از داخل به خارج

نشان  كاهش جرم سيستم استوانه را به صورت شعاعي

يستم در اثر واضح است كه محل مركز جرم س.دهدمي
  :داريم .كندتغيير جرم تغيير نمي

)۳۴( hrrmhrRm   4)(2 22   

)۳۵( 2)( 22 rRmJ 

)۳۶( ]21)[()( 22  RrRmt 

   

  
  كاهش جرم استوانه در سوزش شعاعي- 4 شكل

  
 ييه مثبت و مقدار نهايبا مقدار اول ينزول يتابع t)(تابع 
  .دهديتغيير علامت م 707.0Rrاست كه در  يمنف

نمودار ) 23(در معادله ) 36(و ) 35(با جايگذاري روابط  
اين نمودار تغييرات سرعت . گرددحاصل مي 7 شكل
استوانه را در طول فرايند  حول محور تقارناي زاويه

/1كاهش جرم در روش سوزش شعاعي براي  Rh  
Rhبه ازاي هر نسبتي از . دهدنشان مي رفتار مشابهي  /

اي  در بررسي حركت زاويه .گردددر نمودار مشاهده مي
  :عرضي سيستم داريم

  

)۳۷(   34)( 222 hrRmI  

)۳۸(  ]41)(
3

2
)(

2

1
[)( 222  RhRrRmt  

)۳۹(  

])(
3

2
21[)(, 22 RhRmRrtt   

63/1/0  hR

0 rrm
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d
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كه مثبت يا منفي بودن  شودفوق مشخص مياز روابط 
  به فاكتور شكل سيلندر يعنيhR  ،بستگي دارد

شود ولي مسلماً واگرا نمي xyباشد 63.1hRچنانچه 
ي داريسيستم به سمت ناپا ،باشد 63.1hRچنانچه 
درمعادله ) 38( و )37(روابط  يگذارياز جا. كندميل مي

  . گردديحاصل م 8 ، نمودار شكل)24(
استوانه را در  يعرض يايهرات سرعت زاوييتغ، ن نموداريا

همانطور كه مشاهده . دهدينشان م يزش شعاعروش سو
يستم وابسته ستم كاملا به هندسه سيس يداريگردد پايم

ستم يار شود، سيكمتر اخت hRهر چه نسبت . است
 .]8[دارتر استيپا

  
  محوري -سوزش شعاعي)ج

گرفته شده اي در نظر رم به گونهدر اين قسمت كاهش ج
كه در آن جرم همزمان هم به صورت شعاعي از داخل به 

به صورت محوري كاهش  استوانهخارج و هم از انتهاي 
سوخت در  سوزشكه دهد يتجربه نشان م ).5شكل ( يابد

رد يگيكسان انجام ميبا سرعت  يو محور يجهت شعاع
zr : يعني داريم    

  
 ياضيروابط ر يكسريمشابه دو متد ذكر شده و با اعمال 

) 11(و  )10(، )9( اشكال يج حاصل در نمودارهاينتا
  .گردديمشاهده م

  

  
  محوري -كاهش جرم استوانه در سوزش شعاعي-5 شكل

  
حول  يايهرات سرعت زاوييتغ )10(و ) 9(نمودار اشكال 
در دو حالت  ياستوانه را در سوزش دوبعدمحور تقارن 

)( Rh و)( hR  همانطور كه  .دهدينشان م
ر يجرم متغ يها ستميس يرفتار چرخش ،گردديمشاهده م

علاوه بر آن شكل . به نحوه كاهش جرم وابسته است
ستم يسي داريا عدم پاي يدارين پايستم مبيس يهندس

  .باشديم

  
اي عرضي استوانه در متد سرعت زاويهنمودار تغييرات  -6 شكل

  سوزش محوري

  
اي حول محور تقارن نمودار تغييرات سرعت زاويه - 7 شكل

  استوانه در متد سوزش شعاعي

  
عرضي استوانه در متد اي نمودار تغييرات سرعت زاويه - 8 شكل

  سوزش شعاعي
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اي حول محور تقارن نمودار تغييرات سرعت زاويه - 9 شكل

Rhمحوري - متد سوزش شعاعي استوانه در   

  
اي حول محور تقارن نمودار تغييرات سرعت زاويه - 10 شكل

hRمحوري - استوانه در متد سوزش شعاعي   

  
اي عرضي استوانه در نمودار تغييرات سرعت زاويه - 11 شكل

  محوري -متد سوزش شعاعي
  

  عوامل پايدارساز سيستم -4

استوانه ستم يبر س يخارج يگشتاورها اين قسمت، در
 و )16(، )15(ن معادلات يبنابرا. گرددجرم متغيراعمال مي

  .ابنديير ميير تغيز يبه فرم ها )17(
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چرخشي حول  كه حركت شوداستنباط مياز معادله فوق 
و  ZMاستوانه، تنها به دو پارامتر  محور تقارن

زان يدر م،yMو  xMيخارج يو گشتاورها يداشتهبستگ
  .رنديتاثيبzيايهسرعت زاو
 t)(پارامتر  ،ستميس يعرض يايهحركت زاو يدر بررس
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ر ييبرحسب تغ) 41(و) 40(معادلات ) 48(بنا به رابطه 
  .شوندير بازنويسي ميبه گونه ز ريمتغ
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ك يدر  شود،وق مشاهده ميهمانطور كه در دو معادله ف
طولي اي حول محور زاويه سرعتستم صلب هر چه يس

ستم از حالت يس يا شكل هندسيو  يشتر بودهب تقارني
ش رود يشتر پيب يبا لاغر ياي به شكل استوانهكرو
كات يدر برابر تحر يعرض يايهزاو ستم در حركاتيس

دارتر يپابوده و  يشتريب يپوروسكيژي سخت يدارا يخارج
  .گردديم
 ستمياز س يجرم ثابت در واقع حالت خاص يها ستميس
،)1(اگر در معادله . شوند يم ير تلقيجرم متغ يها
0rvيل به معادله حركت چرخشيباشد، معادله تبد 
آنچه از  ياما درحالت كل. گردديك جسم صلب مي

ستم يك سين است كه در يد ايآيبر م معادلات فوق الذكر
در  yMو  xMيخارج ي، گشتاورهايبا تقارن محور
تاثيرند، اما سيستم بي حول محور تقارن يحركت چرخش
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ن يو همچن zMجه گشتاور يو در نت  آن ايسرعت زاويه
 .ستم موثر استيس يداريستم در پايس يشكل هندس

  
  

  نتيجه گيري - 5

 جير نتايك استوانه جرم متغي يحركت چرخش ياز بررس
ستم يهر س يتوان آن را برايكه م شودزير استنباط مي

جرم متغير با شرط داشتن تقارن محوري بسط و تعميم 
  . داد
يك سيستم جرم حول محور طولي تقارني حركت  -1

سيستم عرضي وارد بر متغير، از گشتاورهاي خارجي 
  .مستقل است

حول اي اي عرضي سيستم به سرعت زاويهحركت زاويه -2
اي اين سرعت زاويه. سيستم وابسته استمحور تقارن 

وارد بر سيستم را تواند اثر گشتاورهاي خارجي عرضي  مي
  .خنثي نمايد

نحوه توزيع جرم، در رفتار چرخشي سيستم موثر  -3
هر چه شكل سيستم از حالت كروي به حالت . است

  .لاغرتر پيش رود پايداري سيستم بيشتر استاي استوانه
لاوه بر نيروها و گشتاورهاي خارجي وارد بر سيستم، ع -4

دو عامل مهم، يكي نحوه كاهش جرم و مدل سوختن 
سوخت و ديگري هندسه شكل سيستم در رفتار چرخشي 

در بررسي حركت چرخشي آزاد يك . سيستم موثر است

استوانه با جرم متغير مشاهده گرديد كه با در نظر گرفتن 
  . آيد تايج مختلفي بدست ميجرم ن الگوهاي مختلف كاهش

حول محور تقارن اي در سوزش محوري، سرعت زاويه 
در طول فرايند كاهش جرم مقدار اوليه خود را  استوانه

كند در حالي كه در سوزش شعاعي، اين سرعت حفظ مي
در سوزش . يابدبا گذشت زمان افزايش مي ايزاويه

ي اي عرضي سيستم دچار واگرايمحوري، سرعت زاويه
گردد در حالي كه در روش شعاعي بسته به ميزان نمي

)( hRاگر نسبت . رفتار سيستم متفاوت است
63.1)( hR گرددباشد، سيستم دچار ناپايداري مي .

محوري، با شرط -در روش كاهش جرم دوبعدي، شعاعي
zr   هر چه نسبت ،)( hR  به عدد يك نزديك

 اي حول محور تقارنزاويهشود، ميل به افزايش سرعت 
  .يابداي عرضي سريعتر كاهش ميبيشتر و سرعت زاويه

در بررسي حركت چرخشي آزاد، اين مساله روشن  -5
سيستم  ،گرديد كه حتي بدون وجود گشتاورهاي خارجي

ها بعضي از انواع راكت در. تواند دچار ناپايداري گرددمي
تغييرات سريعي  ،در انتهاي فرايند سوختن سوخت جامد
گردد كه از آن به در حركت چرخشي سيستم مشاهده مي

اين مساله باعث ايجاد . كننددمپينگ ياد مينام اثر جت
. شودمي هامشكلاتي در كنترل پايداري سيستم

رفتار اين تواند ما را در توجيه نمودارهاي ارائه شده مي
  .ها هدايت نمايدگونه سيستم
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