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 چکیده  اطلاعات مقاله

 

 

 
هرا   اارنمت هرای یر،نن، هر  نل ر،ی       ی حاضر  هره ه رسری یللیلری نسر  شسرع  شر ا         مقاله

ی  لیررب هرر  اا رره یل ارر دنزد  د نر مرری مرردرت یرراه ی ی ی،خررالی  شرر    یسررلیم نسررت،نشه 

  هررا ضرر ل یسررلیم هرر    نی صررهله-ک،چررد در حالرر  کرر ش  هررای ی یغیی شرر ب شظ  رره

  یررن  یسررلیم چ ررالی   سرر ا نشجرراه شررده نسرر   مررد ل ن ستیسرریته، نسررام م یررار ی

ی ی رادل شرا       م ادلره  نشرد   ی شر ایی ضر ل شرده    یر،نشی نز متتهره   هرای  صر،ر  یراه    هه

ی  دسر  ممرده هرا حالر  نسرت،نشه      ی شترا   هره   ص،ر  یللیلی حب شده نس   هرا مقا سره   هه

در م نجر  اییرین    هم ن   همچنین ها حالر  خراچ چ رالی   یرن  یسرلیم ساهر ، کره       

 هر  هرا شیران شرده نسر   سرر  نسر  اارنمت هرای هندسری   مرادی           ممده، نیتعرار یللیرب  

دهرد در   شترا   شیران مری   هرا   چ ر،ش ی شر    یسرلیم ه رسری شرده نسر          ی ییب ین 

نل ر،ی شر       ی،نشرد نسر  باهرب یر،جهی هر       مری    ین  یسرلیم  شظ  گ ضتن یغیی ن  چ الی

هرر  نسررام جسررتج،ی ش ارشرردگان، نسرر      ه دنشررته هاشررد یسررلیم شاشرری نز د رنن نسررت،نش 

هرا هر  نل ر،ی شر    یسرلیم       یغیی ن  چ الی   یرن  یسرلیم   شیرز ارارنمت  شسرع  شر ا       

 های اییین، ه رسی شیده نس   ی مدرت یاه ی د نر در اژ ه  نست،نشه

 

 واژگان كلیدی:

 م،ند مدرت یاه ی،

 ی ی،خالی د نر، نست،نشه

 ،نل ،ی ش    یسلیم

 م یار ی س ا،

 ها، شسع  ش ا 

 اارنمت های ی،نن 

 

 

 قدمهم -1

ضضا، ه نی ا،ش    -در کاره دهای نهتدن ی در صنا   ه،ن

ر ک  بط ا  ها دمای کارک د ها ، نز س نمید نستهاده 

شد  نگ چه س نمید یا ق گ ما ی هسیار خ،هی نس ،  می

ماشد هسیار اا ین  های ا  نما مقا م  من در ه نه  ین 

ماشد سعب ه  ز می لایی ماشند ن جاد  های ا  نس   ین 

نی شیز  ش،د  م،ند م کب   ه ی ک در س نمید می حه ه  

ش،شد  ها    ه شدن می های ح نریی دچار   ه در نس  ین 

ی م کب  ی ساخ   د ماده ی،جه هه ن ن می لا ، ن ده

که یلا ه ه  مقا م  گ ما ی   م اشی ی ها ، می ب 

  ه شدن شیز شدنشته هاشد، ض  ر  ایدن ک د  ه     ه

                                                 
 tehrani@cc.iut.ac.ir* اس  نل ت  شید ش، سنده مسئ،ل: 

 م اشید، دنشی اه صن تی نصههان ی مهندسی    نستاد ار، دنشی ده1

ی مهندسی م اشید، دنشی اه  ی کارشناسی نرشد، دنشی ده مم،خته   دنش 2

 صن تی نصههان  

هار  ه نی شتستین 2م،ند مدرت یاه ی نسام ن ن شیاز،

 80ی  ی دهه در میاشه [1]گ نن ژنانی  ی اژ ه   سیله هه

 میلادی ساخته   م  ضی شد 

نی م کب نس  که  ی مدرت یاه ی در حقیق  ماده ماده

نی که نز  گ،شه نز د  جن  متها   یی یب شده نس   هه

یدر   نز  د جن  هه   د سطح هه سطح د   ، ماده هه

ش،د  در شتیجه ه  خلاف م،ند م کب  جن  د    یعد ب می

ص،ر  گسسته   شاگهاشی نس ،  متدن ل که یغیی  خ،نچ هه

ص،ر  ای،سته یغیی   ی مدرت یاه ی هه ادهخ،نچ ضیز  ی م

کند  هه ن ن ی ییب ه  خلاف م،ند م کب متدن ل،  می

ها د     ج،د  ی یم کز ین  در سطح میت ک   ه اد ده

ی  ن  ت،نهد دنش   ی کیب س نمید   ضلز،   ی نز رن  ش

 ش ب م،ند مدرت یاه ی نس  

                                                 
2 Functionally Graded Materials 
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ی، مدرت یاه  ض د م،ند منله هه های ها ی،جه هه   ژگی

های  ش،د که کاره د ن ن م،ند در طی سال هینی می ای 

م نده گست ش  اهد  در حال حاض  م،ند مدرت یاه ی در 

ی،نن هه  های هسیاری کاره د دنرشد  نز من جمله می زمینه

سر های ح نریی، ا،ش  ی،رهین گاز ه نی کاه  ی،رق   

نضزن   ط،ل یم ، ا،ش  ح نریی در م،ی،رهای هنز نی 

، گ ما یهای  زن   ی نکم   رنشدمان، نجزنی معدله نی نض

نی،  های الاسما ه نی رنکت،رهای گدنخ  هسته ر ک 

کاری دبیق،  ه نی ماشین SiCنهزنرهای ه ش نلمام 

لنزهای یماسی، نستت،نن مهن،یی، ضیع  ش،ری، صنا   

سازی، نیهلا  نل ت   ی   مغناطیسی ه نی  سای 

  لتاژهای ها  نشاره شم،د 

ی د نر ها ی،جه هه  ب رضتار م اشی ی نست،نشهیللی

کاره دهای متن،  من در صنا   متتلف، هم،نره نز مسائب 

ی م اشید جامدن  ه،ده نس    مهم   کلاسید در ح،زه

در هسیاری نز مسائب صن تی ماشند ی د نر  نست،نشه

ساشت  هی،ژها   م،ی،رهای نل ت   ی کاره د نساسی دنرشد  ها 

چنین  های م،ند مدرت یاه ی   هم ی،جه هه   ژگی

های  های د نر، نست،نشه های م،رد نشتظار نز نست،نشه خ،نسته

نضزن یی در صنا   متتلف  مدرت یاه ی د نر کاره د ر هه

ی مدرت یاه ی د نر  نز کاره دهای نست،نشه نشد  ایدن ک ده

ی،نن هه م،ی،رهای نل ت   ی، ژش نی،رهای ه ق، رنکت،رها،  می

ژهای س ی  د رنشی ها ، م،ی،رهای س نمی ی، ساشت  هی،

های س ی  د رنشی ها ، م،ی،رهای نل ت   ی ها  امپ

های ضد سا      ی مغناطیسی ای،سته،  ایابان ا،سته

ی  ، ساخ  د ،نرهمقا ه در ه نه  م،ند شیمیا ی، ی،رهین گاز

 نشاره ک د  [2]  م،نرد د   ی نز ن ن بعیب ها  م،شد

-رضتار ن ستید   ن ستیدی یللیب  در زمینه

های  الاستید نست،نشه   د سد د نر هم ن، اژ ه 

ی،نن  ها می ی مهمت  ن من ز ادی نشجاه شده نس   نز جمله

[   4[، ییم،شن ،   گ،د   ]3هه کارهای مندلس،ن ]

 [ نشاره ک د 5چاک نهایی ]

گست ش م،ند مدرت یاه ی،  کاره د ر هه   ها ی،جه هه

ی ه ر ی رضتار ن ن م،ند ص،ر  گ ضته های متها ی اژ ه 

ی یللیب رضتار ن ستید متازن یل  ضیار  نس   در زمینه

 های ز   نشاره ک د  اژ ه   ی،نن هه مدرت یاه ی می

ها ض ل یاه  ی،نشی ه نی یغیی ن  [ 6]  اماشاکاض،ک، ی   

ضتیم -جدنرهی  ن ستید نست،نشهمد ل ن ستیسیته، رضتار 

 ک دشد  یللیبرن ر دنخلی مدرت یاه ی یل  ضیا

ی مدرت یاه ی ب نر  [ شیز نست،نشه7] ن زی کی،ی،ش ،   

ضیار رن ها در شظ  گ ضتن ش ن ط م زی ضیاری  یل 

ها شیز متغی  مسأله رن مد ل    منک دشد متتلف یللیب

 ن ستیسیته رن در شظ  گ ضتند 

ی مدرت  [ هه ه رسی رضتار ن ستید ک ه8 ،    اشگ ]

ضیار دنخلی ها در شظ  گ ضتن مد ل یاه ی یل  

ین،نن ینها اارنمت   ص،ر   د یاه  شما ی، هه ن ستیسیته هه

ها د  ش،  متزن ضیار  متغی ، ا دنختند  در اژ ه  من

ی میاشی مدرت  ه رسی شده نس   متزن ساشد  چی ها   ه

های دنخلی   خارجی هم ن   شیز متزن  یاه ی     ه

 ه ی ص،ر  کاملاً مدرت یا هه

 1مغناطی -[ رضتار ن ستید9دنی   هم ارنش  ]

نی   ک  ی مدرت یاه ی یل  ضیار دنخلی    متزن نست،نشه

ها ها ض ل یاه   میدنن مغناطیسی رن مطال ه ک دشد  من

ی،نشی ه نی مد ل ن ستیسیته   ض  ب شه،ذاذ  ی 

، شیان دندشد که ن ن متغی ها نس  ز ادی ه  2مغناطی 

اطی    مشهت ی میدنن ج  ان مغن-ین  ن ستید

 مغناطی  دنرشد 

ی  ن ستید ک ه رضتار [ هه یللیب10نرنسلان   نکی  ]

ها  ضتیم یل  ضیار دنخلی ا دنختند  منمدرت یاه ی 

ص،ر   هار هه  د رنمد ل ن ستیسیته  یغیی ن  ش ایی

های  ین  ه،ک د ض لص،ر  شما ی  خطی   هار د    هه

 شد ک دمقا سه  ها همن جاد شده در د  حال  رن 

-ی یللیب رضتار ن ستید ها ی شیز در زمینه اژ ه 

نی   ک  ی مدرت یاه ی منتی   الاستید متازن نست،نشه

[ هه یللیب رضتار 11شده نس   نرنسلان   نکی  ]

ی مدرت یاه ی، یل  ضیار  الاستید نست،نشه-ن ستید

 ها مد ل ن ستیسیته   ین  دنخلی ا دنختند  در کار من

ی ش ایی ض ل شده  ص،ر  یاه  ی،نشی نز متتهه یسلیم هه

گاه ها ه رسی ی،ز   ین  در حال  ن ستید    نس   من

ی هم ن  الاستید، شتا   رن ها حال  ماده-ن ستید

ی  مقا سه ک دشد   شیان دندشد که هین رضتار نست،نشه

ی مدرت یاه ی، یها   باهب ی،جهی نز شظ   هم ن   نست،نشه

 ن جاده شده   یسلیم ماده  ج،د دنرد های  ین 

ی در گ ما ین   شیز ها در شظ  گ ضتنها ی  اژ ه 

جعاری     مدرت یاه ی نشجاه شده نس  ی نست،نشهه رسی 

ینها مد ل ن ستیسیته که  ها ض ل من[ 12] هم ارنش 

                                                 
1 Magneto Elasticity 
2 Magnetic Permeability 
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در  گ ما یهای م اشی ی    ین  هه یللیبهاشد، متغی  

 مل،ری متقارن گذنریی مدرت یاه ی در نس  هار نست،نشه

 ختند دا ن

گ،شه که نشاره شد،   ی نز کاره دهای م،ند مدرت  همان

در ن ن زمینه  نس  یاه ی در ساخ  نست،نشه   د سد د نر 

 های متتلهی نشجاه شده نس   شیز اژ ه 

ی نست،نشه   د سد  [ مسأله13نرنسلان   نکی  ]

-ها ض ل حال  ک ش  ی ییب د نر رن ههمدرت یاه ی 

نی، یللیب ک دشد  در اژ ه   صهله-نی   ین  صهله

ص،ر  یاه  ی،نشی   هار  هار هه ها مد ل ن ستیسیته  د من

گاه  ص،ر  یاه  شما ی در شظ  گ ضته شده نس   من د    هه

 شتا   د  حال  رن ها هم مقا سه ک دشد 

د سد مدرت [ یغیی ش ب 14ک دخیلی   شقدمهادی ]

ها ه نی  یاه ی د نر ی،خالی   ی،ا  رن مطال ه ک دشد  من

یغیی ن  مد ل ن ستیسیته   ض  ب هدن   گ ما ی، نز 

گاه ها یقسیم ضتام  در  یاه  ی،نشی نستهاده ک دشد  من

مجم،یه   ها ی،جه هه ش ن ط  رنستای ش ا  هه چند ز  

ر  ص، ای،ست ی در ه  ز  دنمنه، م ا   ی ادل رن هه

ش ایی     جا ی یللیلی حب ک ده، ها رسم جاهه-شیمه

 ی هم ن مقا سه ک دشد  ها، شتا   رن ها ماده ین 

[ ها در شظ  گ ضتن د سد مدرت 15 ،   هم ارنش  ]

یاه ی د نر که در م  ل هارگذنری گ ما ی ب نر گ ضته رن 

ها ض ل مد ل ن ستیسیته، ض  ب نشعساط گ ما ی   

ی ش ایی،  های ی،نشی نز متتهه ص،ر  یاه  چ الی هه

ص،ر  یللیلی حب ک ده، ی،ز   ین  رن  م اد   رن هه

 های متغی  ماده ه رسی ک دشد  ه نی ه خی حال 

الاستید -[ ها ض ل رضتار ن ستید16نرنسلان   نکی  ]

کارگی ی م یار یسلیم ی س ا   باش،ن ج  ان  کامب   هه

ی  د نست،نشهالاستی- نهسته هه من، یغیی ش ب ن ستید

ها یغیی  مد ل  مدرت یاه ی د نر رن یللیب ک دشد  من

ی ش ایی  ص،ر  یاه  ی،نشی نز متتهه ن ستیسیته رن هه

ا،شی  ض ل ک ده، نز یغیی ن  چ الی   ین  یسلیم چیم

ی ی ادل شا       ک دشد  سر  ها حب یللیلی م ادله

ی الاستید، شیان دندشد که  ه رسی ی،ز   ین  شاحیه

ش،د  هل ه هسته هه  یم لز ماً نز ش ا  دنخلی ش    شمییسل

یسلیم نز  اارنمت  ی،نن مد ل ن ستیسیته، مم ن نس 

 ش ا  دنخلی  ا خارجی ش    ش،د 

ی،نشی متها   ه نی  های یاه  [ ها ض ل17انگ   لی ]

های ش ایی   ملیطی،  در جه  مد ل ن ستیسیته

 1نری،ی  ایدیغیی ش ب د سد ی،خالی مدرت یاه ی د نر 

ی ی ادل،  ها سر  ه نی حب م ادله رن یللیب ک دشد  من

 نرنئه ک دشد  2ی نشت  نلی ض ده،لم ر شی ه  نسام م ادله

 های ساخته شده نز ی یللیب یغیی ش ب سازه زمینهدر 

کی،ر نشجاه  دنخب ی شیز درها  اژ ه م،ند مدرت یاه ی، 

متازن رضتار [ هه یللیب 18طهاشی   طالعیان ]  شده نس 

گ ما ی      ینی مدرت یاه ی یل  هارهای م اشی  نست،نشه

های ن جاد شده در  جا ی ها   جاهه ین  ی ی،ز   ملاسعه

 نس  ضیار دنخلی ا دنختند 

 ی کی،ر در زمینهدر دنخب  ی شیزهای د    اژ ه 

نز جمله   منتی  شده نس  ها سازهن ن ش،   رضتار یللیب

نی  های نست،نشه ه  مل،ری ا،ستیللیب کماشی،نن هه  می

گال کین، -مدرت یاه ی ها ر ش هد ن نلمان مللی ات  ف

ضتیم مدرت  اًنی شسعت ی نست،نشه یللیب نری اش مزند ا،سته

ها نستهاده نز ر ش م ه ا  د ه نشسیلی، یللیب  یاه ی

ر ی هست  ن ستید  نری اشا  غی خطی یی  مدرت یاه ی

  گ ما ی اشی ی   است شاک یل  هارهای م -  ن  

ه ی مدرت یا های چنین نری اشا  مزند   نجعاری نست،نشه هم

 [ 23-19] ر ش هد ن نلمان، نشاره ک د هه

های  ه  نسام جستج،ی ش ارشدگان، در میان اژ ه 

الاستید -ی یللیب رضتار ن ستید منتی شده در زمینه

ی مدرت یاه ی د نر، یا کن،ن نس  یغیی ن  چ الی    نست،نشه

ین  یسلیم   شیز اارنمت  هندسی شسع  ش ا  ه  نل ،ی 

شیده نس   ه رسی نس  ن ن اارنمت ها  ه رسیش    یسلیم 

ه  چ ،ش ی ش    یسلیم نز د  جه  نهمی  دنرد  شتس  

 نی حدی مجاز، ای  نز ش    یسلیم  ی یین س ی  زن  ه

ی الاستید، ه نی  د ه شناخ  چ ،ش ی گست ش شاحیه

ی مدرت یاه ی  الاستید نست،نشه-ستیدیللیب رضتار ن 

د نر  ه  ن ن نسام، هدف نصلی ن ن مقاله ه رسی نس  

یغیی ن  چ الی   ین  یسلیم   شیز اارنمت  هندسی شسع  

ص،ر   هه 1ه  نل ،ی ش    یسلیم نس   ش ب  ها ش ا 

 نره، هندسه   اارنمت های نصلی هندسی   هارگذنری  ط ح

 دهد  ان میی م،رد ه رسی رن شی مسأله

                                                 
1 Orthotropic 
2 Fredholm Integral Equation 
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 معادلات حاكم -2

 تحلیل رفتار الاستیک -2-1

 
 ی هندسه   اارنمت های نصلی مسأله  نره شما   ط ح -1ش ب 

 

 در   هندی   ه رسی شتا ی مسأله، ض م،ل ها ی،جه هه هندسه

ش،د )ش ب  نشجاه می (r,,z)ی ن دست اه متتها  نست،نشه

در ن ن مقاله اارنمت های مادی مد ل ن ستیسیته،   (1

ی ش ایی متغی   ین  یسلیم، ه  حسب متتههچ الی   

 های ص،ر  یاه  ش،شد  یغیی  ن ن اارنمت ها هه ض ل می

  شدن در شظ  گ ضته شده (1) ی،نشی

(1) 

    En
brErE /0  

     n
brr /0  

 n
brr )/()( 0Y   

ر مد ل نی ییب مقد هه E0 ،ρ0   0σ( 1) های هدر رنهط

، r=bن ستیسیته، چ الی   ین  یسلیم در ش ا  خارجی، 

ض  ب ا،نس،ن،  هستند  در ن ن مقاله نز یغیی ن 

 ا،شی شده نس   چیم

( 2ی ) م ادلهص،ر   هه ی د نر ی ح ک  نست،نشه م ادله

 [ 1]د ش، می هیان

(2)   22  rr
dr

d
r   

ی ادل ی  در نصطلاح م ادلهکه ی ح ک  ها ،  م ادله

ش،د، کلی   مستقب نز هم ن ه،دن    شیز گهته می

الاستید ه،دن رضتار ماده -چنین ن ستید  ا ن ستید هم

ی  های ک،چد، رنهطه ی یغیی ش ب شظ  ه امنس  نس   ه

جا ی ش ایی ها  جاههها ک ش   ش ایی   ملیطی های مؤلف

 ( نس  3های ) رنهطه ص،ر  هه

(3) 
  drrdur   

  rru  

های ش ایی    ی ییب مؤلهه هه r    (3های ) در رنهطه

ملیطی ک ش  هستند  ها ی،جه هه ض ل ط،ل هسیار هزرگ 

ی م،رد  نی ه نی مسأله صهله-ه نی نست،نشه، ش ن ط ک ش 

، ه نه  zه رسی حاکم نس    در شتیجه ک ش  مل،ری، 

 صه  خ،نهد ه،د 

(4) 0z  

ها نستهاده نز باش،ن ه،ک   در شظ  گ ضتن ش ن ط 

 جا ی ش ایی جاهه-نی   نیمال ر نهط ک ش  صهله-ک ش 

ص،ر   جا ی ش ایی هه ین  ه حسب جاهه های رنهطه، (3)

 د نم  دس  می هه (5های ) رنهطه

(5) 
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های ش ایی، ملیطی    ی ییب مؤلهه هه r ،   zکه 

های ین  ه   مؤلهه جا  ذنریمل،ری ین  هستند  ها 

ی ی ادل ه  حسب  جا ی ش ایی، م ادله حسب جاهه

 د  م میدس   هه (6ی ) رنهطهص،ر   جا ی ش ایی هه جاهه

(6) 
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ه د  ص،ر  هی هه (6)ی د ه نشسیب  حب یللیلی م ادله

 م د  دس  می هه (7) ی رنهطه ی شده

(7)  
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گی ی  ه د نشت  نل های هی ، ساه C1   C2( 7)ی  در رنهطه

ه د  های هی ساه    r ،u  2ه د هستند  اارنمت های هی

k   A1 ی   ف  (8های ) ( ه  نسام رنهطه7ی ) در رنهطه

  ش،شد می

(8) 
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های ش ایی    ی،نن شیان دند ک ش  سادگی می هه

های  ص،ر  رنهطه هه uه د  جا ی هی ملیطی ه  حسب جاهه

 م ند  دس  می ( هه9)

(9) 
   rduddrdur //   
   ruru //   

ی  ه د ین  ه  نسام رنهطه هی های مؤلههچنین  هم

 ش،شد  ی   ف می (10)

(10) 0/ Eii    
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در ر نهط ین   (7)جا ی  ی جاهه رنهطه جا  ذنریها 

هه ص،ر   ه د ی هیها ، ین (5) جا ی ه حسب جاهه

 م ند  دس  می هه (11های ) رنهطه

(11) 
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( 11در ر نهط ین  ) m1 ،m2 ،m3   m4های  ساه 

 یعاریند نز

(12) 

  2/21  knm E
   2/22  knm E

   2/23  knm E  

  2/24  knm E  
ش ن ط م زی هد ن ین  ر ی سط،ح دنخلی   خارجی 

 ش،شد  ( هیان می13های ) ی رنهطه  سیله هه نست،نشه

(13)    0/  barr  
  01 rr

ها نستهاده نز ، C1   C2ه د  هی گی ی های نشت  نل ساه  

  م ند دس  می ص،ر  ز   هه هه( 13ش ن ط م زی )

(14) 
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 بررسی شروع تسلیم -2-2

ه نی ه رسی ش ن ط یسلیم، نز م یار یسلیم ی س ا نستهاده 

گ،شه که در م نج  اییین شیز د ده  شده نس   همان

ش،د، ه رسی ش ن ط یسلیم هه نشتتاب مقدنر یددی  می

 نهسته نس   در ن ن مقاله،  nE ،n   nاارنمت های ی،نن 

   nE ،nشتا   یددی ه نی حالتی که اارنمت های ی،نن 

nش،شد  ه   ،   سان   مسا ی هاشند، نرنئه   ه رسی می

  در  در ندنمه که 7یا  4های شم،دنرهای ش بنسام شتا   

 نزنی هه که ش،د نرنئه خ،نهد شد، میاهده میهت  شتا   

، nE ،n   nن مقاد   متتلف   مسا ی اارنمت های ی،ن

نس    >z>rص،ر   هم،نره هه ین  های ی ییب مؤلهه

ص،ر   ه دسازی، هه هناه ن ن م یار یسلیم ی س ا ا  نز هی

 ز   یعد ب خ،نهد شد 

(16)  
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r rr
E

0
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0   

ها    کارگی ی در م ادله ه نی سادگی شام ذنری   هه

ص،ر   ، ههTrescaه د ی س ا،  ی سیم شم،دنرها، ین  هی

 ش،د  ز   م  ضی می

(17) 
 






  nr r




0
Tresca

 

(، ص،ر  17ی ) ه د در رنهطه های هی جا  ذنری ین ها 

، نستت نت Trescaه د ی س ا،  ی ین  هی هسط دنده شده

سازی، ین   ها   ساده ش،د  ا  نز جا  ذنری یعار  می

 م د  دس  می هه (18) ی ش ب رنهطه ه د ی س ا هه هی

(18) 
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/0د ه  اارنمت  هی(، 18)های  رنهطه در  ،ی  نشدنزه

س ی   نضزن  ها نی که گ،شه   ههدهد هارگذنری رن شیان می

ی،جه هه د  ها ،ش میه د شیز هزرگت   ن ن اارنمت  هی نی، زن  ه

ه د  اارنمت  در ه رسی   یللیب شتا  ، اارنمت  هی شق  ن ن

 ش،د  ی   ف می (19ی ) رنهطه ص،ر  هه هارگذنری

(19) 0/    
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نی م  ضی شم،د  ی،نن ش    یسلیم رن للظه نکن،ن می

ش،د  در  هار ه نه  صه  می ، ه نی شتستینTrescaکه ین  

نی  های زن  ه نزنی س ی  حقیق  در ش    هارگذنری   هه

، متغی  r  حسب ، هTrescaه د ی س ا،  ک،چد، ین  هی

)/(1ی  شاحیه نما در س یاس   rba   منهی خ،نهد ه،د

نی   در شتیجه نضزن    یدر   ها نضزن   س ی  زن  ه هه

 ΩYکه ها  Ωاارنمت   خاچ مقدنرنزنی  د  ، ههΩاارنمت  

ین  ، r، در  د مقدنر میتص نز ش،د شیان دنده می

 ، ه نه  صه  خ،نهد شد Trescaه د ی س ا،  هی

، نهتدن مقدنر میتهی ش ن ط ش    یسلیمه نی ی یین 

چنین    هم nE ،n   nهای  ی،نن، (b/a)ه نی شسع  

ش،شد  سر  طی  د ض م ند  ض  ب ا،نس،ن، نشتتاب می

ه د هارگذنری،  اارنمت  هی س ی   خطا   ها نضزن   یدر جی

Ω،   یاه rTresca اارنمت  نی که  گ،شه ش،د  هه سم میر

هار  نزنی من شتستین ، که ههش    یسلیمه د هارگذنری  هی

 rTresca چنین م،ب ی  ش     ش،د   هم ه نه  صه  می

 یسلیم، میتص ش،د 

 

 نتایج و بحث -3

 ارزیابی و اعتبارسنجی نتایج -3-1

س ی   نیتعارسنجی ر نهط نرنئه شده،   ه نی نرز اهی

ی  نی متناظ  ها ش    یسلیم ه نی د  حال  نست،نشه زن  ه

ی مدرت یاه ی د نر  د نر هم ن    حال  خاصی نز نست،نشه

زنی ن ههش،د   نشد، مقا سه می نرنئه شده [16]که در م ج  

ر نهط  ،=0nE=n=n ی،نن، اارنمت های مقدنر صه  ه نی

ی هت  ای  هه ر نهط م ه،ط ه ن دس  ممده در هه

 حب ن ن ر نهطها ی د نر هم ن یعد ب خ،نهند شد   نست،نشه

، متناظ  ها ش    یسلیمنی  س ی  زن  ه در ن ن حال ،

( 20ی ) ش،د  رنهطه می ملاسعه (20ی ) رنهطه ص،ر  هه

 [ نس  16ی نرنئه شده در م ج  ] همان شتیجه

(20) 
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ه د ی س ا  شم،دنر ین  هی ین،نن نرز اهی د   ،هه

اارنمت های    =(a/b)55/0 نزنی ههش    یسلیم متناظ  ها 

شده  ( رسم2( در ش ب )=38260/1nE=   0nρ=nσ) ی،نن

 نس  

 
ی ش    یسلیم  ه د ی س ا در مستاشه شم،دنر ین  هی -2ش ب 

 =55/0(a/b)(   =38260/1nE=   0nρ=nσ)نزنی  هه

 

ش،د که در ن ن حال   میاهده می( 2در شم،دنر ش ب )

 =28780/1ΩYه د هارگذنری  نزنی اارنمت  هی خاچ، هه

ش،د  ن ن  زمان نز ش ا  دنخلی   خارجی مغاز می یسلیم هم

[ 16ی نرنئه شده در م ج  ] شتیجه دبیقاً منعطق ها شتیجه

 ه نی همین ش ن ط نس  

در ندنمه نس  اارنمت های ه  نل ،ی ش    یسلیم ه رسی 

ش،شد  نما ه رسی یغیی ش ب   ی،ز   ین  در نست،نشه،  می

هه نشتتاب مقدنر یددی اارنمت های ی،نن  نهسته نس   در 

ن ن مقاله، شتا   یددی ه نی حالتی که اارنمت های ی،نن 

nE ،n   nσ  سان   مسا ی هاشند، نرنئه   ه رسی  

ش،شد  نشتتاب مقدنر مسا ی ه نی اارنمت های ی،نن در  می

[، شیز نشجاه شده نس   9م نج  اییین، ماشند م ج  ]

 ش،شد  ض ل می =3/0چنین ض  ب ا،نس،ن  هم

نستهاده نز م یار ی س ا ه نی ی یین هارگذنری ش    

های ین  در  یسلیم، مستلزه ی یین ی ییب مؤلهه

  در هت  ه د، نس  ی یغیی ش ب ن ستید نس  ملد ده

ها   یغیی  مد ل ن ستیسیته   چ الی ه   شسع  ش ا 

 ش،د  های ین  ه رسی می ی ییب مؤلهه

 

ببر   هبا  بررسی اثر چگالی متغیر و نسبب  شبعاع   -3-2

 هاترتیب تنش

ی مدرت یاه ی  ای  نز ه رسی ش ن ط ش    یسلیم نست،نشه

ی نساسی ض  ری نس   یللیب  د نر، ی،جه هه  د ش ته

[ ه  نسام 5دهد ] ی د نر هم ن شیان می رضتار نست،نشه

م یار یسلیم ی س ا، یسلیم هم،نره نز ش ا  دنخلی ش    

ه گ،ش ی مدرت یاه ی د نر لز ماً ن ن ش،د  نما ه نی نست،نشه می
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شیس   دلیب ن ن م،ض، ، متغی  ه،دن خه،صیا  مادی   

 های ین  هه خه،صیا  مادی نس    نهست ی مؤلهه

ی،جیه چ ،ش ی یأسی  یغیی ن  خه،صیا  مادی ه  

یغیی  نل ،ی ش    یسلیم، ها ی،جه هه ایچیدگی ر نهط، 

دش،نر نس   نما ه نی شم،شه، در حالتی که چ الی   ین  

  مد ل ن ستیسیته ه   (=0nρ=nσ)یسلیم ساه  هاشند 

نسام یاه  ی،نشی، ها اارنمت  ی،نن مثع  یغیی  کند 

(0nE>)گاه مد ل ن ستیسیته در ش ا  دنخلی هزرگت   ، من

نز مد ل ن ستیسیته ش ا  خارجی خ،نهد ه،د  هزرگت  

ی،نشد سعب  ه،دن مد ل ن ستیسیته در ش ا  دنخلی می

یأخی  هیهتد  هناه ن ن  ش،د ش    یسلیم در ش ا  دنخلی هه

نزنی ی،نن خاصی ه نی مد ل  ی،نن نشتظار دنش  که هه می

زمان نز ش ا  دنخلی   خارجی  ن ستیسیته، یسلیم هم

 ش    ش،د 

رن ه  شم،دنر ین   nE، نس  نضزن   3شم،دنرهای ش ب 

دهند  ن ن  ی یسلیم شیان می ه د ی س ا در مستاشه هی

کنند  ی،جه هه  رن یأ ید می ها ی  ر شنی شتیجه شم،دنرها هه

نزنی  ی،نن نشتظار دنش  که هه دهد می شم،دنرها شیان می

زمان نز  ، یسلیم هم=1nE=   5/1nE د مقدنر هین 

های دنخلی   خارجی ش    ش،د  ن ن م،ض،  هه  ش ا 

 ی  در هت  شتا   میاهده خ،نهد شد  ص،ر  می  ح

 
نزنی  ی یسلیم، هه ه د ی س ا در مستاشه شم،دنر ین  هی -3ش ب 

5/0(a/b)= ،(0nρ=nσ= مقدنرهای متتلف   مثع   ) nE 

 

ها ه   در ن ن بسم  نس  یغیی  چ الی   شسع  ش ا 

ش،شد  ه نی ن ن منظ،ر،  های ین  ه رسی میی ییب مؤلهه

، در د  =1نزنی  ی ین ، هه ه دشده های هی شم،دنر مؤلهه

نزنی مقدنرهای  حال  چ الی متغی    چ الی ساه ، هه

، در (a/b)متتلف اارنمت های ی،نن   شسع  ش ایی 

  نشد شده رسم 7یا  4های  ش ب
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ها ین  ه رسی نس  هندسه   چ الی متغی  ه  ی ییب -4ش ب 

 =ni-2نزنی هه
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7/0 ب(
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(5-
9/0 ت(

(a
/b

)=
 

ها ه رسی نس  هندسه   چ الی متغی  ه  ی ییب ین  -5ش ب 

 =ni-1نزنی هه
 

، 7یا  4های  های ین  در ش ب در ی سیم مؤلهه

، ه نه   نحد در شظ  ه د،  نی هی ی س ی  زن  ه نشدنزه

یا  4های  یعار  د    شم،دنرهای ش ب گ ضته شده نس   هه

رن  ه د  نی هی هه س ی  زن  ه iه د  شسع  ین  هی 7

 دهند  شیان می
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(6-
9/0 ت(

(a
/b

)=
 

ها هندسه   چ الی متغی  ه  ی ییب ین ه رسی نس   -6ش ب 

 =1niنزنی هه
 

، که 7یا  4های  در شم،دنرهای بسم  )ت( نز ش ب

ی ش ایی  ی مؤلهه نشد، نشدنزه رسم شده =(a/b)9/0 نزنی هه

های ین  هسیار ک،چد نس    در مقا سه ها د    مؤلهه

ی هزرگی ین  ش ایی در ن ن  همین دلیب م یعه هه

ها ی ین  باهب  ده نس  یا ها د    مؤلههشم،دنرها هیان ش

 مقا سه هاشند 
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(7-
ف(

نل
 5/0

(a
/b

)=
 

 

(7-
7/0 ب(

(a
/b

)=
 

 

(7-
9/0 ت(

(a
/b

)=
 

ها ه رسی نس  هندسه   چ الی متغی  ه  ی ییب ین  -7ش ب 

 =2niنزنی هه

 

دهند نگ چه در  می شیان 7یا  4های  ش بشم،دنرهای 

های ه   د نز  شظ  گ ضتن یغیی ن  چ الی ه  نشدنزه

ی  های ین  نس گذنر نس   نما در ملد ده مؤلهه

2≥ρnE=n≥2- های  ه نی اارنمت های ی،نن، ه  ی ییب مؤلهه

در  ها چنین یغیی  شسع  ش ا ین  نس ی شدنرشد  هم

های ین   شیز در ی ییب مؤلهه 5/0≤(a/b)≤1ی ملد ده

 م رد یغیی ی هه  ج،د شمی

ر د ها نضزن   اارنمت  ی،نن ه نی مقاد    نلعته نشتظار می

2<niیلا ه ه  نسام  های ین  یغیی  کند  هه ، ی ییب مؤلهه

رسد ن ن  شظ  می هه ،7یا  4های  ش بشتا   شم،دنرهای 

های ین  در حال  چ الی ساه ،  یغیی  در ی ییب مؤلهه

شتا   شیان س   ت  نز حال  چ الی متغی  رخ دهد  

، م،رد ه رسی ی در شاحیهها    ی حال  همهدهد در  می

  ماشد هابی می >z>rص،ر   ههها  ی ییب ین 

 

 بر شروع تسلیم ها بررسی اثر نسب  شعاع -3-3

الاستید -[ ه نی ه رسی رضتار ن ستید16م ج  ]در 

ی مدرت یاه ی د نر، نز یغیی ن  چ الی   ین   نست،نشه

ا،شی شده نس   در ن ن مقاله ه نی شیان  یسلیم چیم

دندن نهمی  یغیی ن  چ الی   ین  یسلیم، نس  شسع  

ش،شد   ها ه  ش    یسلیم در د  حال  ه رسی می ش ا 

ستیسیته یغیی  کند   حالتی که حالتی که ینها مد ل ن 

یلا ه ه  مد ل ن ستیسیته، چ الی   ین  یسلیم 

 شیزمتغی  در شظ  گ ضته ش،شد 

نهتدن نس  هندسه در حالتی که ضقط یغیی ن  مد ل 

( ≠0nρ=nσ=   0nE، )ن ستیسیته در شظ  گ ضته ش،د

، حالتی که یسلیم 8در شم،دنرهای ش ب   ش،ده رسی می

ش،د شیان    دنخلی   خارجی ش    میزمان نز ش اهم

نزنی ی،نن  هه ها، حال   د نز ن ن دنده شده نس   در ه 

ن ستیسیته شیان دنده شده در ه  ش ب یغیی ن  مد ل 

نزنی  ش،د   ههزمان نز دنخب   خارت ش    مییسلیم هم

نزنی ی،نن هییت  نز من ی،نن کمت  نز من یسلیم نز دنخب   هه

 ش،د ارجی ش    مییسلیم نز ش ا  خ

دهند در حالتی که نز شیان می 8شم،دنرهای ش ب 

ا،شی ش،د، یسلیم  یغیی ن  چ الی   ین  یسلیم چیم

زمان نز ش ا  دنخلی   ش ا  خارجی ش    ی،نشد هم می

، ی،نن   اارنمت  8ش،د  در ه  کدنه نز شم،دنرهای ش ب 

هارگذنری هل نشی هارگذنری در ه  شسع  ش ایی شیان 

 دنده شده نس  
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(a
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(8-
6/0 ب(

(a
/b
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7/0(ت-8)
(a

/b
)=

 

 

8/0 (د-8)
(a

/b
)=

 

 

9/0 (ه-8)
(a

/b
)=

 

ی نزنه  ش    یسلیم هه ها شسع  ش ا ه رسی نس   -8ش ب 

0nρ=nσ=   0nE≠ 

 

نکن،ن نس  در شظ  گ ضتن یغیی ن  چ الی   ین  

ن ستیسیته، ه  ش    یسلیم در کنار یغیی ن  مد ل 

ش،د دنشیم یسلیم زماشی مغاز میش،د  مییسلیم ه رسی می

ه د هارگذنری،  که در  د ر شد نضزن   یدر جی اارنمت  هی

Ωه د ی س ا ه نه  ها صه  ش،د   هار ین  هی ، ه نی شتستین

نز  Ωه  ن ن نسام، ه نی ه  حال ، ها نضزن   یدر جی 

ه د ی س ا،  یصه    رسم شم،دنر یاه  ین  ه rTresca ،

ه د هارگذنری متناظ  ها  ص،ر  س ی   خطا، اارنمت  هی هه

چنین م ان ش    یسلیم میتص  ش    یسلیم   هم

ه د  ر شد یغیی  یاه  ین  هی 9ش،د  شم،دنرهای ش ب  می

ی س ا،  rTresca  2، رن ه نی حالnE=n=n=   

5/0=(a/b) دهند  شیان می 

 

 
، =(a/b)5/0نزنی  ه د ی س ا هه شم،دنر ین  هی -9ش ب 

(2nE=nρ=nσ= مقدنرهای متتلف   )Ω 
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(
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(
10-

7/0 ب(
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)=

 

 

(
10-

9/0 ت(
(a

/b
)=

 

 ه د ی س ا، شم،دنر یاه  ین  هی -10ش ب  rσTresca
در مغاز ، 

 -نلف، نزنی مقاد   متتلف شسع  ش ایی ه  ه =2niی ه نیسلیم، 

(5/0a/b=ب ،)- (7/0a/b=ت   )- (9/0a/b=) 

 

ه د  ، ین  هی11   10های  در شم،دنرهای ش ب

ی ش    یسلیم، ه نی د  حال   ی س ا در مستاشه

ا،شی نز یغیی ن  چ الی   ین  یسلیم   حالتی که  چیم

مقا سه یغیی ن  چ الی   ین  یسلیم درشظ  گ ضته ش،د، 

 نشد  شده

 

(
11-

ف(
نل

 5/0
(a

/b
)=

 

 

(
11-

7/0 ب(
(a

/b
)=

 

 

(
11-

9/0 ت(
(a

/b
)=

 

 ه د ی س ا، شم،دنر یاه  ین  هی -11ش ب  rσTresca
ر مغاز ، د

نزنی مقاد   متتلف شسع  ش ایی    هه =ni-2یسلیم، ه نی 

 (=9/0a/b) -ت(   =7/0a/b) -(، ب=5/0a/b) -نلف

 

ش ب  شم،دنرهای   =2niی نزن هه 10ش ب شم،دنرهای 

  ه نی سه شسع  ش ایی متتلف رسم  =ni-2نزنی  هه 11

ه د  نی هی یلا ه در ه  شم،دنر، س ی  زن  ه نشد  هه شده

متناظ  ها ش    یسلیم ه نی ه  حال  شیان دنده شده 

دهند در شظ  ش  ضتن  شیان می 10شم،دنرهای ش ب نس   

چه در م ج   یغیی ن  چ الی   ین  یسلیم، هماشند من

نی متناظ   ینها در ی یین س ی  زن  ه [ نشجاه شده، شه16]
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هینی ملب ش     ها ش    یسلیم، هل ه حتی در ای 

 ی،نشد هم نه ها خطای باهب ی،جه هم ه هاشد  یسلیم هم می

دهد  دس  ممده شیان می سی شتا   ههدر مجم،  ه ر

هن امی که ه  سه اارنمت  ی،نن مد ل ن ستیسیته، چ الی 

 د نز مقاد    نزنی هیچ   ین  یسلیم متغی  ض ل ش،شد، هه

  اض  Ωهارگذنری ه د  ، اارنمت  هی(a/b)های  شسع  ش ا 

زمان نز ش ا  دنخلی    نزنی من، یسلیم هم ش،د که هه شمی

ش،د  هل ه هم،نره یسلیم نز دنخب ش    خارجی ش    

 ش،د  می

ن ن در حالی نس  که ساه  ض ل ک دن چ الی   ین  

هینی ش    یسلیم نز  یسلیم، مم ن نس  منج  هه ای 

زمان نز دنخب   خارت  ش ا  دنخلی، ش ا  خارجی    ا هم

 ش    ش،د 

ی نهمی  در شظ   دهنده ر شنی شیان ن ن شتا   هه

چ الی   ین  یسلیم در ه رسی نل ،ی گ ضتن یغیی ن  

الاستید -ی رضتار ن ستید ش    یسلیم   شیز مطال ه

 ی مدرت یاه ی د نر نس   نست،نشه

 

 گیری نتیجه بندی و جمع -4

های دنخلی    اارنمت  هندسی شسع  ش ا در ن ن مقاله نس  

  ین   در شظ  گ ضتن یغیی ن  چ الیچنین خارجی   هم

ی مدرت یاه ی د نر  نست،نشه یسلیم نل ،ی ش   ه   یسلیم،

در دهد  ص،ر  یللیلی ه رسی شد  شتا   شیان می هه

ی ه نی اارنمت های ی،نن   ملد ده -ni≥2≤2 ی ملد ده

1≥(a/b)≥5/0  ر شظ  گ ضتن نس  ها، د ه نی شسع  ش ا

ها، نس ی ه  ی ییب    شیز یغیی  شسع  ش ا  یغیی ن  چ الی

ص،ر   هه هم،نرههای ین  شدنرشد   ی ییب  مؤلهه

>z>r دس  ممده شیان دند  چنین شتا   هه نس   هم

در حالتی که یغیی ن  چ الی   ین  یسلیم در شظ  گ ضته 

ش،د  در حالی که نگ   ش،د، یسلیم نز ش ا  دنخلی مغاز می

نز یغیی ن  چ الی   ین  یسلیم [ 16هماشند م ج  ]

هینی ش    یسلیم  ی،نشد منج  هه ای  ا،شی ش،د، می چیم

زمان ش ا  دنخلی   خارجی ش،د   نز ش ا  خارجی    ا هم

که هارگذنری متناظ  ها ش ن ط ش    یسلیم شیز  ضمن من

نس  هم نه ها خطای باهب ی،جه ملاسعه خ،نهد شد  ه رسی 

  ین  یسلیم   شیز اارنمت   لیدر شظ  گ ضتن یغیی ن  چ ا

نل ،ی ش    ه   های دنخلی   خارجی هندسی شسع  ش ا 

های اییین  ی مدرت یاه ی د نر، در اژه  نست،نشه یسلیم

 نشجاه شیده   یازگی دنرد 
 

 ها و نمادهای اختصاری فهرس  علام 
 

 نمادهای لاتین
ی  ی ییب متتهه نی )هه متتها  در دست اه نست،نشه

 ملیطی   مل،ری(ش ایی، 
r, , z 

 r ه د ی ش ایی هی متتهه

) ,u ه د( جا ی ش ایی هی )جاهه ،جا ی ش ایی جاهه u ) 

 a, b ش ا  دنخلی   خارجی نست،نشه

 E, (E0) )مد ل ن ستیسیته در ش ا  خارجی( ،مد ل ن ستیسیته

ی ییب ی،نن یاه   مدرت یاه ی )ههی  اارنمت های ی،نن ماده

 مد ل ن ستیسیته، چ الی   ین  یسلیم(
nE, n, n 

 Ai, mi, k ه د های هی ساه 

 Ci گی ی های نشت  نل ساه 

 یونانینمادهای 
 , (0) )چ الی در ش ا  خارجی( ،چ الی

 ν ض  ب ا،نس،ن

 σY, (σ0) )ین  یسلیم در ش ا  خارجی( ،یاه  ین  یسلیم

,)( ه د ین ( های هی )مؤلهه ،های ین  مؤلهه ii  

 i های ک ش  مؤلهه

 ه د( نی هی )س ی  زن  ه ،نی س ی  زن  ه
 )(,  

Ω, (ΩY) ی یسلیم( ه د هارگذنری )متناظ  ها مستاشه اارنمت  هی
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