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اول  مود یشدت تنش برا بيضر ،یو عدد یلیتحل افتیمقاله، با استفاده از دو ره نيدر ا

 . درشودیم یبررس یشکل تحت بار محور Iترک با مقطع  یدارا یرهای( در تی)بازشدگ

 استايیرهم عدم گريد عبارتی به ايو  یمکان مرکز هندس رییتغ لیترک، به دل یمقاطع دارا

مدل  کي ،یلیتحل افتی. در رهشودیم جاديدر مقطع ا یکوپل خمش کي ،یمحور یروین

 نهادشیترک پ یهیدر ناح یانرژ ینرخ آزادساز یشدت تنش به کمک تئور بيضر یبرا یاضير

در  مدل ني. اشودیکوپل حاصل م نيا یمدل با در نظر گرفتن گشتاور خمش ني. اگرددیم

از بال و ترک در بال و  یدر قسمت ترک یریبرحسب مکان ترک شامل قرارگ تیدو وضع

 یارو نوع بارگذ یو ماد یمشخصات هندس ،یعدد افتی. در رهشودیاز جان ارائه م یقسمت

شدت  بيضر رمقادي سپس و مدل آباکوس افزارشکل به کمک  نرم Iترک با مقطع  یدارا ریت

نتگرال اکانتور  وشحاضر، از دو ر یمسئله یحل عدد . درگرددیتنش در مود اول استخراج م

 هایابجو یسهي. با مقاشودیترک استفاده م سازیمدل یبرا افتهيمحدود توسعه  یو اجزا

 یدشنهایمشاهده و صحت معادلات پ جينتا نیمناسب ب یتطابق یلیو تحل یعدد افتیدو ره

.گرددیم ديیتأ

 واژگان كلیدی:

 شدت تنش، بيضر

 ترک، یدارا یرهایت

 شکل، I مقطع

،یانرژ سازیآزاد نرخ

 ،یلیتحل افتیره

 .آباکوس افزارنرم

 مقدمه -1
شکست و خسارات  یاز عوامل اصل یکيو رشد ترک  جاديا

 یبدنه ها،پل رنظی هااز سازه یاریدر بس رناپذيجبران

 یرو، ارائه ني. از اباشدمی هاو ساختمان هایکشت ماها،یهواپ

رفتار  ینبیشیپ یمناسب برا یو عدد یلیتحل هایمدل

 نياز ا یشناخت مناسب تواندیترک، م یدارا هایسازه

. دينما شنهادیرا پ هابیارائه کرده و عوامل کاهش آس دهيپد

در اطراف  "تمرکز تنش" جاديوجود ترک در سازه، سبب ا

 یاز پارامترها یکيتمرکز تنش  .شودینوک ترک م

 گردد؛یم ترک و رشد آن محسوب سازیدر مدل رگذاریتأث

 ني. اشودیم یمعرف "شدت تنش بيضر"که مقدار آن با 

تمرکز تنش در  یعدد یکه به عنوان مشخصه تیکم

در  ایژهيو نقش و تیاهم شود؛می گرفته کاربه  هالیتحل

alijani@iaubanz.ac.ir *. پست الکترونیک نويسنده مسئول:

لانیدانشگاه گ ،یدانشکده فن ار،ياستاد .1

 لانیدانشگاه گ ،یارشد، دانشکده فن یکارشناس یدانشجو. 2

بندر  ،یواحد بندر انزل یدانشگاه آزاد اسلام ک،یمکان یمهندس ار،ياستاد. 3

رانيا ،یانزل

دارد؛ که سبب شده است  یکیناميو د یکیاستات هایلیتحل

 و توجه مورد را آن خاص طوراز محققان به یاديتعداد ز

-مدل یبرا یمتنوع هایقرار دهند. تاکنون روش بررسی

شدت تنش ارائه شده است  بيو استخراج ضرا رکت یازس

 مسئله یو هندس یمرز طياز آنها با توجه به شرا یکه برخ

-از مهم یتعداد نجاي، در ا[1]برخوردارند  ایژهيو تیاز اهم

. شوندیم یو بررس یترک، معرف سازیمدل هایروش نتري

 مدل ها،ترک در سازه سازیمدل هایروش نیاز اول یکي

توسط  1954است؛ که در سال   4یچشیو پ خطی فنر

 نيرويتوسط ا 1957و در سال  یمعرف [2] سيو کا نيرويا

ترک،  سازیمهم مدل هایروش گريشد. از د لیتکم [3]

و  [5] 6سازیغن های، مدل المان[4]  5یمدل ترک پخش

-. مدل مقطع کاهشباشدیم [6]  7افتهيکاهش مدل مقطع

4 Line and Rotational Spring 
5 Smeared Crack Model 
6 Singular Elements-SEM 
7 Reduced Section 
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-یبالا محسوب م يیساده با کارا یمدل نکهعلاوه بر آ افتهي

-یترک برخوردار م سازیمدل یبرا یاز دقت مناسب شود؛

در سال   1شدهیغن هایمدل المان ی. در ادامه با ارائهباشد

-نو در مدل یاساس [7]توسط موئس و همکاران  1999

 شدهیغن هایمدل المان یشد. توسعه جاديترک ا سازی

توسط   2افتهيمحدود توسعه  اجزای روش منجر به ابداع

روش قادر  ني. اديدر همان سال گرد [8]بلتچکو و همکاران 

-یغن یهيبر پا قیدق اریبس روشی باترک  سازیهیبه شب

نوک ترک و  حاوی المان و خوردهترک هایالمان سازی

 یبحث جامع رو کي. باشدیرشد ترک م شينما نیهمچن

 2015در سال  [9] يیخوروش توسط  نيا یاصول و مبان

به یانجام شده در راستا قاتیتحق نتريديارائه شد. در جد

ترک،  نیشیپ سازیمدل هایارتقاء و اصلاح روش ،یرکارگی

در  افتهيتوسعه  محدود یروش اجزا یرو یبهبود اساس کي

انجام شد.  [10]توسط سورندرانا و همکاران  2017سال 

، با 2016در سال  [11] مکارانو ه یمستان آباد نیهمچن

و استخراج معادلات حاکم در  یچشیاستفاده از مدل فنر پ

 یبرنول - لرياو ریت یکیرفتار استات ف،یو ضع یدو فرم قو

و همکاران  ینمودند. در ادامه، رزاق یترک را بررس یدارا

-کی، تکن2018در سال  [13]و همکاران  جانییو عل [12]

 یبرا بیمحدود، به ترت یروش اجزا یهيبر پا یديجد های

 یدارا یرهایترک و ت یآرمه دارا - بتن یرهایت سازیمدل

 کي نیارائه نمودند. همچن کیبستر الاست یترک رو

با  یرهایرشد ترک در ت لیتحل یرو یکاربرد یمطالعه

انجام شد.  [14] یو لنوار وملردیامليشکل توسط تر Iمقطع 

 ،خوردگیترک سازیلفاکتورها در مد نتريیاز اساس یکي

که  باشد؛یتمرکز تنش در اطراف نوک ترک م نییتع

شدت  بيضر نییبا تع هالیتحلر آن د یمقدار یمشخصه

همواره جزء اهداف  تیکم نيا نیی. تعشودیتنش محاسبه م

به  هایوستگیناپ سازیهیو شب لیمحققان در تحل یاصل

کاربرد  یرو معجا یمطالعه کيراستا،  ني. در ادآيیشمار م

 رهایدر ت بيضرا نياستخراج ا یشدت تنش و نحوه بيضرا

متنوع در  یو هندس یمرز طيترک در شرا یو صفحات دارا

 ی، مطرح شد؛ که خود مبنا[15] حیتوسط س 1973سال 

را فراهم نمود.  [16]توسط تدا و همکاران  یمطالعات بعد

 یبررسبا  1986در سال  [17]و هرمان  نزلريدر ادامه کا

 ،یانرژ سازیترک و نرخ آزاد یدارا یرهایت یسخت جينتا

1 Enriched Elements 

شدت تنش در  بيضرا یمحاسبه یبرا قیدق ایرابطه

ارائه  ایرهيو دا یلیترک با مقطع مستط یدارا یرهایت

شدت تنش، کیان و  بيضر یکاربردها یکردند. در راستا

ماتريس سختی يک المان  1990در سال  [18]همکاران 

 تنش شدت ضرايب از گیریرا به کمک انتگرال کدارای تر

محدود تیر  یروش مدل اجزا ناي با آنها. آوردند دست به

ترک را با اعمال  سازیهشبی و نموده، استخراج را دارترک

 با ادامه در. دادند انجام گیردار سر اين مدل در يک تیر يک

 سازیهیو هرمان و با استفاده از شب نزلريروابط کا یتوسعه

 یشدت تنش برا بيضرا ،یچشیو پ یترک با مدل فنر خط

 2006در سال  [19] سيو را ولايشکل توسط و Tمقاطع 

شدت تنش  بي، ضر[20]و همکاران  ینور یارائه شد. دامغان

ورق  کي یدر دو مود اول و دوم شکست را برا یکیناميد

آنها در سال  نینمودند. همچن نتعیی دارترک کیالاست

شدت  بيضر یرا رو ایزمان فراز بار ضربه اتاثر 2015

کردند  یبررس تينهایب مهین یترک دو بعد یکیناميتنش د

 کي ،یانرژ ی. در همان سال با استفاده از نرخ آزادساز[21]

شدت تنش در صفحات  بيضرا نییتع یبرا حيصر یرابطه

شکل( توسط دوان و همکاران  V) ليترک به شکل ما یدارا

.شداستخراج  [22]

شدت تنش  بيضر نییتع یبرا ديجد یمقاله، روابط نيا در

 یشکل تحت بارگذار Iترک با مقطع  یدارا یرهایدر ت

 ینرخ انرژ یروابط بر مبنا نيشود. ایاستخراج م ،یمحور

ترک و با توجه به مشخصات  یآزاد شده بر اثر بازشدگ

که در آنها، علاوه  گردد؛یم یزريهيپا ریت یو ماد یهندس

از عدم  یناش یاثرات گشتاور خمش ،یمحور یروین راتبر اث

در  هيدر معادلات پا حصري طوربه یمحور یروین راستايیهم

شدت تنش در  بيمطالعه ضرا ني. در اشودینظر گرفته م

به کمک  ریترک در بال و ترک در جان ت یریدو حالت قرارگ

 گريکديبا  جياستخراج شده و نتا یو عدد یلیتحل افتیدو ره

 ترک توسط نرم یدارا ریاز ت ی. مدل عددشوندیم سهيمقا

به دست  جينتا یسهي. مقاشودیم سازیهیشب افزار آباکوس

ارائه شده با دقت  یلیکه معادلات تحل دهدیآمده نشان م

شدت تنش در مود اول  بيضر ريمقاد تواندیقابل قبول م

 نیمچن. هدينما نییشکل را تع Iترک با مقطع  یدارا ریت

در  یتصاعد شيافزا کي کند؛یم انیب هایبررس جينتا

که عمق ترک  شودیمشاهده م یشدت تنش هنگام بيضر

2 Extended Finite Element Method-X-FEM 
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. چنانچه ابدي شيافزا ریاز قسمت بال به سمت جان مقطع ت

 یمحور یروهایمحل اثر ن راستايیاز عدم هم یگشتاور ناش

شدت تنش حاصل از  بيضر ريدر نظر گرفته شود؛ مقاد

در نرم  یعدد لیمستخرج از تحل ريبا مقاد یلیتحل افتیره

خواهند داشت. یافزار آباکوس، تطابق مناسب

روش  یهیشدت تنش بر پا بیضر لیتحل -2

افتهیمقطع كاهش 
مدل ساده  کيبه عنوان  تواندیم افتهيقطع کاهش م مدل

-مدل شدت تنش و بيضر نییتع یو با دقت مناسب برا

 یبرا لیتحل نيترک استفاده شود. روابط حاکم بر ا سازی

ارائه شده و توسط  [17]و هرمان  نزلريبار توسط کا نیاول

 ني. اافتيشکل توسعه  Tمقاطع  یبرا [19] سيو را ولايو

 یسازه قبل از بازشدگ یکرنش یانرژ رییبر اساس تغ لیتحل

 تیترک )وضع ی( و پس از بازشدگهیاول تیترک )وضع

روش  یرکارگی به .ردگییانجام م (1)(، مطابق شکل هيثانو

 قابل طور به را هاروش ريسا هاییدگیچیاز پ یاریحاضر بس

 .دهدیکاهش م ایملاحظه

ترک هيو ثانو هیاول تیوضع :1شکل 

ترک با  یدارا ریشدت تنش در ت بیضر نییتع -1-2

یلیمقطع مستط

 ،یترک قبل و بعد از بازشدگ سازیمدل یبرا لیتحل نيا در

 هایمطابق با شکل بیبه ترت ریگشتاور دوم سطح در طول ت

 یمدول خمش راتییاساس تغ ني. بر اشودیارائه م (3)و  (2)

گردد؛یم فيتعر (1) یمطابق معادله ریدر طول ت

EI(x) = {
EI0    ,        0 ≤ x < x0 
EI0    ,    x0 + c < x ≤ L   
EIc    ,    x0 < x ≤ x0 + c 

} 

مقطع  یمدول خمش بیبه ترت EI(x)و  EI0 ،EIcدر آن  که

-مقطع ناقص )ترک خمشی مدول ،(نخوردهکامل )ترک

. شودیم فيتعر ریدر طول ت ریمتغ خمشی مدول  و( خورده

عرض ترک در  cمحل ترک،  x0 ر،یطول ت L نیهمچن

cو  هیحالت اول + ∆c در حالت  یعرض ترک پس از بازشدگ

.گرددیم گذارینام هيثانو

 ی، به صورت مجموع انرژ(Π) ریکل ت لیپتانس یانرژ

مطابق ( V) یخارج یروهایکار ن یو منف( W) یکرنش

 شود.یاستخراج م (2) یرابطه

Π = W − V 

در آن که

W =
1

2
∫

M2

EI(x)
dx

L

0

 

=V بار خارجی ×جابجايی 

.باشدیبر مقطع م یاعمال یممان خمش M و

ترک هیاول تیوضع الف:

ترک هيثانو تیوضع ب:

ترک یدارا ریت افتهيمدل مقطع کاهش  :2شکل 

 ی، انرژ(1)شکل  یو با ملاحظه (3) یاستفاده از معادله با

و پس از ( Wcترک ) یسازه قبل از بازشدگ یکرنش

 فيتعر (6( و )5)به صورت روابط ( Wc+∆cترک ) یبازشدگ

 .شودیم

Wc =
1

2

M2(L − c)

EI0

+
1

2

M2(c)

EIc

Wc+∆c =
1

2

M2(L − c − ∆c)

EI0

+
1

2

M2(c + ∆c)

EIc

شکل  رییاز تغ یناش ی، انرژ [24] رونیکلاپ یطبق تئور بر

از کار  یمیکه در تعادل است، با ن یتحت بار خارج یجسم

 یبرابر خواهد بود. برا یخارج یروهایانجام شده توسط ن

 یتحت بار محور یخط یفنر ،یتئور ناي ترساده انیب

-یانرژ ی. با بررسشودیدر نظر گرفته م (3)مطابق با شکل 

قرار  یکه تحت بار محور یفنر خط کيدر  موجود های

)1(

)2(

)3(

)4(

)5(

)6(



  ...ترک با  یدارا یرهایشدت تنش در ت بيضر یو عدد یلیتحل سازیمدل    134 

1398 بهار، 56، شماره هفدهمال س  یدر مهندس یسازجله مدلم

 نيا هیو توج رونیکلاپ یساده از تئور یانیب توانیدارد، م

 را ارائه نمود. یتئور

یمحور یرویتحت اثر ن یمدل فنر خط :3شکل 

 بيضر kو  یخارج یروین F ،یافق يیجابجا uدر آن  که

 . باشدیفنر م یسخت

 یحاصل از کار خارج یفنر و انرژ یکرنش یانرژ نجا،يا در

 .دآيمی دست به (8( و )7) روابط صورتبه  بیبه ترت

W =
1

2
ku2

V = Fu 

ارائه  (9) یکل فنر مطابق رابطه لیپتانس یانرژ جهینت در

 .شودیم

Π =
1

2
ku2 − Fu 

:ميتوجه به آنکه دار با

F = ku

نيبنابرا

V = ku2 

مذکور  ی، تئور(7)و  (11) بطودر ر Vو  W یسهيمقا با

.شودیم ديیتأ (12) یمطابق رابطه

W =
1

2
V 

 میخواه (2)در رابطه  (12) یرابطه یگذاريبا جا جهینت در

داشت:

Π = W − 2W = −W 

 لیپتانس ی، نمو انرژ(13)( و 6(، )5)استفاده از روابط  با

ترک به صورت معادله  هيو ثانو هیاول تیسازه در دو وضع

 .شودیم نییتع( 14)

∆Π = −∆W = −(Wc+∆c − Wc)

= Wc − Wc+∆c

، نمو (14) یدر رابطه( 6( و )5)فرم باز روابط  یگذاريجا با

 .شود یحاصل م (15) یسازه مطابق رابطه لیپتانس یانرژ

∆Π = lim
∆c→0

M2∆c

2EI0
−

M2∆c

2EIc

b∆c
=

M2

2bEI0

−
M2

2bEIc

.باشدیم یلیمقطع مستط ری، عرض تbدر آن  که

دو  يیترک )جابجا یاز بازشدگ یناش یانرژ سازیآزاد نرخ

، به (1)در خلاف جهت هم(، مطابق شکل  efو  deوجه 

 شود.ینوشته م ليصورت ذ

G̅ = 2 lim
∆c→0

∆Πc
B

b∆c
=

M2∆c

2EI0
−

M2∆c

2EIc

b∆c
=

M2(EIc − EI0)

bEI0EIc

در دو [ 3] نيارو یبا استفاده از رابطه یانرژ سازیآزاد نرخ

به  بیبه ترت ایو کرنش صفحه ایتنش صفحه تیوضع

.شودینوشته م( 18( و )17)صورت روابط 

G̅ =
KIM

2

E

G̅ =
KIM

2 (1 − ν2)

E

KIMنسبت پواسون و  ν ته،یسیمدول الاست E در آن که
 

 یترک تحت ممان خمش یدارا ریشدت تنش ت بيضر

.شودیم فيتعر

 تیدر وضع (،16)و  (18( و )17)روابط برابر قرار دادن  با

داشت: میتنش مسطح خواه
KIM

2

E
=

M2[D]

b
که

[𝐷] = [
1

𝐸𝐼0

−
1

𝐸𝐼𝑐

] 

ترک(  یشدت تنش در مود اول )بازشدگ بيضر جهینت در

.دآيمی دست به ريز یاز رابطه یلیبا مقطع مستط ریت یبرا

KIM
= M√

1

b
(

1

Ic

−
1

I0

)

ترک با  یدارا ریشدت تنش در ت بیضر نییتع -2-2

شکل Tمقطع 

ترک با مقطع  یدارا یرهایشدت تنش در ت بيضرا نییتع

T رییتغ یاست که به واسطه تاهمی حائز روشکل از آن 

 ریسطح مقطع ت یدر محل ترک، مرکز هندس ریمقطع ت

 یمحور یرویدو ن یراستا یفاصله جهیکرده؛ در نت رییتغ

ود، مطابق شکل شیداده م شينما( e) ریمعادل که با متغ

)7(

)8(

)9(

)10(

)11(

)12(

)13(

)14(

)15(

)16(

)17(

)18(

)19(

)20(

)21(
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.شودمی دارگشتاور در مقطع ترک جادي، موجب ا(4)

یکشش یشکل تحت بار محور T مقطع با دارترک ریت :4شکل 

شدت تنش در مود  بيضر یگشتاور رو نياز ا یناش اثرات

 .شودیارائه م( 22) یمطابق رابطه ریت نياول ا

KIN
= N√

1

bA0

(
A0

Ac

− 1) +  M√
1

bI0

(
I0

Ic

− 1)

در آن که

M = N × e 

مساحت مقطع  Acمساحت مقطع کامل،  A0در آن  که

 eوارد بر سطح مقطع و  یمحور یروین Nترک،  یدارا

 .باشدمی داردو مرکز سطح کامل و ترک نیب یفاصله

یکشش یشکل تحت بار محور I مقطع با دارترک ریت :5شکل 

ترک با  یدارا ریشدت تنش در ت بیضر لیتحل -3

شکل  Iمقطع 

 یمحور یشکل تحت بارگذار Iبا مقطع  ریت کي نجا،يا در

 سازیمدل ی. براشودیدر نظر گرفته م (5)مطابق شکل 

به دو قسمت با مدول  ریشدت تنش، ت بيضر نییترک و تع

.شودیم سازیهیشب (2)تفاوت مطابق شکل م یخمش

 یریمحل قرارگ یشدت تنش، به واسطه بيضر استخراج

 زيمتما بندیدو نوع فرمول یدارا ر،یجان ت ايترک در بال 

و در حالت دوم،  ریاست. در حالت اول، عمق ترک در بال ت

.شودیدر نظر گرفته م ریعمق ترک در جان مقطع ت

 ریت یفوقان اي تحتانی بال در ترک اگر ،(6) شکل مطابق

شکل و در  I صورت به خوردهترک ریمتوقف شود؛ مقطع ت

برسد؛  ریو به جان ت عبور کرده ریترک از بال ت کهیصورت

 .شودیشکل فرض م T صورت به خوردهترک ریمقطع ت

ترک در جان مقطع ب:      مقطع یترک در بال تحتان الف:  

شکل I رتی دارمقطع ترک یمشخصات هندس :6شکل 

( ریحالت اول )ترک در بال ت -1-3

متوقف  ریت یفوقان ايو  یکه ترک در بال تحتان یصورت در

اصلاح  a1بر اثر عمق ترک  d3 اي d2گردد؛ ضخامت بال 

 صورت به داردر مقطع ترک ینرسيممان ا ني. بنابراشودیم

بال بدون ترک و  ر،یجان ت هایینرساي ممان مجموع

.شودیم  نییتع (24) یرابطه مطابق داراز بال ترک یقسمت

Ic1 = d1X1/24 X2

 ري، به صورت ز X2 و  X1 یهندس هایریدر آن متغ که

.شودیمحاسبه م

X1  =  2a1
4d  +   8a1

3bd1  −  16 a1
3d1

2 + 8 a1
3d1 h

−12 a1
2 b d1

2  +  48 a1
2 d1

3 + 8 a1d1h3 + 4 b2d1
3

−a1
4 − 36 b d1

4 + 32d1 
5 − 64 d1

4h +  48d1
3h2

−14d1
4 − 48a1

2d1
2h + 12a1

2d1h2 + 10a1bd1
3

−48 a1d1
2h2  +  96a1d1

3h −  64a1d1
4 −  6 a1

2 h2

−2 a1b d1
2  +  12 a1b d1h − 12 a1b h2 +

29 a1d1
3 −  45 a1d1

2 h + 12 a1
2 b h − 21 a1

2  d1
2 +

)22(

)23(

)24(
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21 a1
2 d1h + 24  a1 d1h2  + 12b d1 h

2 +  27d1
3h

+2 d1h4 − 3a1
3b − 18d1

2h2 − 4 a1h3 + 7 a1
3d1

3a1
3h − 9a1

2bd1 +  4d1h3 +  14 b d1
3

− 24  b d1
2 h −  16 d1

2 h3 + 58 b d1
3h

−36 b d1
2 h2 +  8 b d1h3

X2 = a1d1 + bd1 − 2d1
2 + d1h −

a1

2
+

d1

2

 به( نخوردهدر مقطع کامل )ترک ینرسيممان ا نیهمچن

 .شودیارائه م (27) یرابطه صورت

I0 =
d1

12
(8bd1

2 − 12bd1h + 6bh2 − 8d1
3

+12d1
2h − 6d1h2 + h3)

 ر،یارتفاع کل ت h ،یو تحتان یعرض بال فوقان bدر آن  که

d1 ر،یضخامت جان تd2 و یضخامت بال تحتانd3

-ساده به منظور نجاي. در اباشدیم ریت یضخامت بال فوقان

d1 ريروابط، مقاد سازی = d2 = d3 .فرض شده است

 یشکل قرار دارد، فاصله I ریکه ترک در بال ت یحالت در

معادل که به سطح مقطع بدون  یمحور یرویدو ن یراستا

به دست ( 28) یمطابق رابطه شود،می وارد دارترک و ترک

 .دآيیم

e1 = |y̅1 + a1 −
h

2
| = |

Y1

2(Y2)
|

 تا خوردهمرکز سطح مقطع ترک ی، فاصله �̅�1در آن  که

به  Y2و  Y1 یهندس هایریو متغ رتی بال در ترک محل

 .شودیم نییتع ريصورت ز

Y1 = 6a1
2d1 + 8a1bd1 − 12a1d1

2

+6a1d1h + 2bd1
2 − 2bd1h − 3a1

2

+4a1d1 − a1h − d1
2 + d1h

و

Y2 = 2a1d1 + 2bd1 − 4d1
2 + 2d1h − a1 + d1

 روابطدر ( 28)و ( 27)، (24)روابط  یگذاريبا جا جهینت در

شدت تنش در حالت اول به صورت  بضري ،(23( و )22)

 .شودیمحاسبه م ريز

KIN1
= (N × √

1

bA0

(
A0

Ac1

− 1))

+ ((N × e1) × √
1

bI0

(
I0

Ic1

− 1))

( ریحالت دوم )ترک در جان ت -2-3

عبور  ریت یفوقان ايو  یاز بال تحتان a2که ترک  یصورت در

مقطع مؤثر به  ینرسيممان ا رد،یقرار گ ریکرده و درجان ت

به  نجاي. در اشودیشکل محاسبه م Tمقطع  کيصورت 

از جان به واسطه ترک  یآنکه کل ضخامت بال و بخش لیدل

 به دارمقطع ترک ینرسياز مقطع حذف شده است، ممان ا

و ارتفاع  یبال بدون ترک فوقان ینرسيمجموع ممان ا تصور

 که با فرض .شودیاز جان محاسبه م ماندهیباق

𝑑1 = 𝑑2 = 𝑑3 دآيیبه دست م ريبه صورت ز. 

Ic2 = −d1X3/12X4

به دست  ريبه صورت ز X4و  X3 یهندس هایریدر آن متغ و

 .دآيیم
X3 = +6d1

2h2 − 4d1h3 + h4 + a2
4

+12a2bd1h − 12 a2bh2 + 4 a2d1
3

−12 a2d1
2h + 12 a2d1h2 − 4 a2h3

−12 a2
2  d1h + 6 a2

2  h2 − 4 a2 b d1
2

−6 b d1h2 + 4 b h3 + d1
4  − 4 d1

3h

−6 a2
2  b d1 + 12 a2 

2 b h + 6 a2
2  d1

2

+4 b d1
2  h + b2d1

2  − 2 b d1
3

−4 a2
3 b + 4 a2

3d1 − 4 a2
3  h

X4 = −b − h + a2 + d1 

-، مشخصه عدم هم(27) یمطابق رابطه I0ثابت ماندن  با

.دآيیبه دست م ريحالت به صورت ز نيدر ا( e2) راستايی

e2 = |y̅2 + a2 −
h

2
| = |

Y3

2(Y4)
|

 تا خوردهمرکز سطح مقطع ترک ی، فاصله y̅2در آن  که

به  Y4و  Y3 یهندس هایریو متغ رتی جان در ترک محل

 .شودیحاصل م ريفرم ز

Y3 = 3a2
2 − 4a2b + 4a2d1 − 3a2h

−bd1 + bh + d1
2 − d1h

Y4 = −b − h + a2 + d1  

( و 22روابط )در  (35( و )32)، (27)روابط  یگذاريجا با

 .شودیمحاسبه م ريشدت تنش به صورت ز بي، ضر(23)

KIN2
= (N√

1

bA0

(
A0

Ac2

− 1))

+ ((N × e2) × √
1

bI0

(
I0

Ic2

− 1))

)25(

)26(

)27(

)28(

)29(

)30(

)31(

)32(

)33(

)34(

)35(

)36(

)37(

)38(
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و با مشخص  (38)و  (31)با استفاده از روابط  جهینت در

با دقت  توانیو ابعاد ترک، م ریمقطع ت یبودن ابعاد هندس

 یمحور یحالت بارگذار یشدت تنش برا بيضر یمناسب

شکل را محاسبه نمود. Iبا مقاطع  یرهایدر ت

یعدد سازیمدل -4
-مدل ،یلیتحل افتیره اتیبا همان فرض افتیره نيا در

 طیدر مح یمحور یشکل تحت بارگذار Iبا مقطع  ریت سازی

 یبرا ی. به طور کلشودمی انجام [24] آباکوس افزارنرم

ترک در نرم افزار  سازیهیشدت تنش و شب بياستخراج ضرا

محدود توسعه  یآباکوس دو روش کانتور انتگرال و اجزا

 شود. یم رفتهيپذ افتهي

)کانتور( در اطراف نوک ترک ی: شبکه المان7شکل 

شدت تنش  بیترک و استخراج ضر سازیمدل -1-4

با روش كانتور انتگرال

شدت تنش با  بيترک و استخراج ضرا سازیمدل یبرا

 کيدر ابتدا  ستبايیاستفاده از روش کانتور انتگرال، م

 نيبد گردد، جادينوک ترک ا رامونیپ یالمان یشبکه

به مرکز نوک ترک و به شعاع مشخص  رهيدا کيمنظور، 

ر ضلع المان چها کيشعاع برابر با  ني. مقدار اشودیم میترس

 افزار. نرمگرددیم فرض افتهیشکل ن رییدر حالت تغ یجهو

را  ینیمع یشده، نواح میترس یرهداي اساس بر آباکوس

از آنها  کيکه به هر  کندیم یمعرف رهيدا نيا رامونیپ

 بيروش، ضرا ني. در اشودیکانتور گفته م کياصطلاحا 

از  کيانتگرال در هر - یروابط ج یهيشدت تنش، بر پا

، (7). به عنوان نمونه مطابق شکل دشویم نییتع ورهاکانت

است که هر المان در آن، از نوک ترک  ایهیکانتور سوم، ناح

کانتور  نیسه المان فاصله دارد. پس از سوم یبه اندازه

 کيشدت تنش به  بيضر برای آباکوس افزارنرم هایپاسخ

.گرددیمقدار مشخص همگرا م

شدت تنش  بیترک و استخراج ضر سازیمدل -2-4

افتهیمحدود توسعه  یبا روش اجزا

نوک ترک  رامونیپ یالمان یشبکه کي سازیمدل نيا در

با  سهيشبکه در مقا نيدرون ا هایشده، سپس المان جاديا

. در شوندیم بندیمش ترکوچک ابعادی با ها،المان ريسا

هر المان  ایدر نقاط گره یدرجات آزاد ،سازیمدل نيا

 (8)شوند. مطابق شکل یم سازییبه اصطلاح غن اياصلاح 

-: دستهگرددیم یبندمتقسی دسته 4 به هاالمان سازییغن

آن  یهاگره کدام از چیدور از ترک که ه هایاول المان ی

 با تماس در ها،دوم المان یندارند. دسته سازییبه غن ازین

و حداکثر سه گره  کيکه حداقل  اند؛شدهیغن هایالمان

هستند  هايیسوم المان ی. دستهشوندیم یسازیآنها غن

 نيا هایگره یتمام سازیی. غنکندیکه ترک از آنها عبور م

-یانجام م( H) ديسايهو سازغنی تابع از استفاده با هاالمان

هستند که نوک ترک در  هايیچهارم، المان یو دسته شود؛

-یتابع غن معرفی با هاالمان نيا یزسایآنها قرار دارند و غن

 . شودی، انجام م(φα) ساز

افتهيتوسعه  محدود یبا روش اجزا شدهیغن هایالمان :8شکل 

مطابق روابط  بیو نوک ترک، به ترت ديسايهو سازیغن توابع

 .شودیارائه م( 40( و )39)

H = {
+1          y ≥ 0
−1          y < 0

}

[φα ,  α = 1,4] = √r sin
θ

2
, √r cos

θ

2

 , √r sin θ sin
θ

2
, √r sin θ cos

θ

2

دستگاه مختصات منطبق بر  یمحور عمود yدر آن  که

 rنوک ترک، سازیتوابع غن یشمارنده αنوک ترک،  یراستا

 نوک بر منطبق مختصات دستگاه مرکز تا هاگره یفاصله

)39(

)40(
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دستگاه مختصات  افقی محور به نسبت هاگره هيزاو θ و ترک

شده در روابط  ی. با استفاده از توابع معرفباشدیم یمحل

 ینقاط مختلف سازه به واسطه يی، جابجا(40)و  (39)

 .شودیم اصلاح ريحضور ترک به صورت ز

𝐝 = ∑ Ni [𝐮i + H𝐚i + ∑ φα 𝐛αi 

4

α=1

]

4

i=1

 𝐮نقاط درون المان،  یو عمود یافق يیجابجا 𝐝در آن  که

تابع  N ،یو عمود یافق یدر دو راستا ایگره يیبردار جابجا

 سازییغن هایگره یدرجات آزاد بیبه ترت 𝐛αiو  𝐚iشکل، 

.باشندیو نوک ترک م ديسايهو

 افتهيمحدود توسعه  یروش اجزا یاصل هایتيجمله مز از

 سازیمدل آن در شتریو دقت ب ینسبت به روش قبل، سادگ

شدت تنش با  بيضر نییتع یباشد. برایرشد ترک م

استفاده از روش حاضر رشد ترک متوقف شده است.

جیبحث و نتا -5
شکل با  I ریت کي ی، مشخصات هندس(6)با شکل  مطابق

E انگيمدول  200GPa 0.3 نسبت پواسون و   با

فرض 
1 2 3d d d 0.05m  ، b 0.5mو L 4m 

. بار شودیدر نظر گرفته م یمطالعه مورد کيانجام  یبرا

2N به مقدار یمحور 10kN / m بر  یبه صورت کشش

در  ،یطول ی. محل ترک در راستاشودیاعمال م ریمقطع ت

 یبرا تیشش وضع نی. همچنگرددیفرض م ریت یانهیم

. سه شودیسطح مقطع در نظر گرفته م یعمق ترک بر رو

 ریبال مقطع ت یبر روالف( -6)آن مطابق با شکل  تیموقع

 به صورت
1a  متر و سه  0.035و  0.025، 0.015با ابعاد

 به صورت ریجان مقطع ت یبر رو گريد تیموقع
2a  ابعادبا 

. شودیفرض م ب(-6)متر مطابق شکل  0.35و 0.25، 0.15

 1ذکر شده، جدول  یو ماد یبا توجه به مشخصات هندس

با  یریت یشدت تنش را برا بيضر یعمق ترک رو ریتأث

 .دنمايیشکل ارائه م Iسطح مقطع 

 بيعمق ترک، ضر شيکه با افزا کنندیم انیجداول ب نيا

 یخطاها زانیم یسهي. مقاابديیم شيشدت تنش افزا

به دست  ريمقاد دهدینشان م یو عدد یلیتحل سازیمدل

 افتیدرصد از ره 10حداکثر حدود  یلیتحل افتیآمده از ره

 ود ريمقاد نیتفاوت هر چند اندک ب نيکمتر است. ا یعدد

 افتیروابط در ره سازیاز ساده یناش تواندیم افتیره

 افزارنرم ترکامل سازیمدل گريبه عبارت د ايو  یلیتحل

 .باشد آباکوس

:دهدینشان م 2و  1دو جدول  نیب سهيمقا

شدت تنش در دو  بيضر یبرابر 4.2( تفاوت حداقل الف

به علت آن است که ترک در حالت اول در  2و  1جدول 

 یری. با توجه به قرارگکندی( اثر مری)عرض ت شتریضخامت ب

و نسبت عکس آن  (38)و  (31)در مخرج روابط  bپارامتر 

 حيبه صورت صر تواندیشدت تنش، اثر ضخامت م بيبا ضر

 شود. مشاهده جيدر نتا

)از  ابدي شيبرابر افزا 2( چنانچه عمق ترک در بال حدود ب

ابر بر 1.3 بايشدت تنش تقر بيمتر( ضر 0.035به  0.015

 ریکه عمق ترک در جان ت یکند. در صورتیم دایپ شيافزا

 بيبرابر(، ضر 2)حدود  ابدي شيمتر افزا 0.35به  0.15از از 

واضح  طور مسئله به ني. اابديیم شيبرابر افزا 9شدت تنش 

با  خطی ریشدت تنش به صورت غ بيکه ضر کندیم انیب

 شينرخ افزا شتر،یو در عمق ب دنمايیم رییعمق ترک تغ

خواهد داشت. یشتریب

(ریشدت تنش )ترک در بال مقطع ت بيضر ريمقاد یاثر عمق ترک رو :1جدول 
𝐾𝐼𝐼𝑁1 رهیافت عددی  

 
(pa√𝑚)

میزان خطا 

)درصد(

رهیافت عددی   𝐾𝐼𝑁1
 

 (pa√𝑚) کانتور انتگرال 

رهیافت عددی   𝐾𝐼𝑁1
 

(pa√𝑚)

عمق ترک   𝑎1 
(𝑚)

0.0021 4.95 2431.67 2311.07 0.015 

0.0034 5.77 2735.87 2577.80 0.025 

0.0056 6.52 3045.54 2847.04 0.035 

(ریشدت تنش )ترک در جان مقطع ت بيضر ريمقاد یاثر عمق ترک رو :2جدول 
رهیافت عددی    𝐾𝐼𝐼𝑁2

 
(pa√𝑚)

میزان خطا 

)درصد(

رهیافت عددی   𝐾𝐼𝑁2
 

کانتور انتگرال   (pa√𝑚) 

رهیافت عددی   𝐾𝐼𝑁2
 

(pa√𝑚)

عمق ترک   𝑎2 
(𝑚)

0.0455.3510186.889641.320.15

0.0659.5830149.3428163.670.25

0.0946.6094303.7988076.490.35

)41(



 139جانی    علیابدی و رزاقی، خمامی

1398 بهار، 56، شماره هفدهمال س  یدر مهندس یسازجله مدلم

 ،یو عدد یلیتحل سازیمدل یخطاها زانیم یسهي( با مقاج

که  شود؛یم درصد مشاهده 9.58خطا  زانیم نيشتریب

 یلیدقت مناسب و قابل قبول روابط تحل یدهندهنشان

 بيضر یمحاسبه ی( برا(38) و(31))روابط  یشنهادیپ

شدت تنش خواهد بود.

( ترک یشدت تنش در مود اول )بازشدگ بيضر نجا،ي( در اد

مقدار  یمؤثر رو ی. دو بارگذارردگییقرار م یمورد بررس

 یمحور یشدت تنش در مود اول عبارتند از: بارگذار بيضر

 ریبر ت یعرض یرویعمود بر صفحه. چنانچه ن یو بار خمش

در هر  یو برش یخمش یبه دو بارگذار روین نياعمال شود، ا

 ،یبرش یروین ني. اشودیم میتقس ریقسمت از سطح مقطع ت

. دينما-یم جادي( را ایشدت تنش در مود دوم )لغزش بيضر

وارد  ریبر ت یعرض یروین چیمقاله ه نيدر ا نکهيبا توجه به ا

آزاد شده در مود دوم  یو انرژ یاثر برش نيبنابرا گردد،ینم

 یکم ديی. در تأباشدیم پوشیو قابل چشم زیناچ اریترک بس

شدت تنش در مود اول  بيضرا توانیمطالب مذکور م

با  2 و 1ول ا( را مطابق جدی( و مود دوم )لغزشی)بازشدگ

نمود. سهيمقا گريکدي

تمرکز  یعدد یشدت تنش مشخصه بيکه ضر يیآنجا از

 بيمقدار تنش و ضر انیم میمستق یتنش است و رابطه

شدت تنش  بيضر شيافزا جهیشدت تنش وجود دارد،در نت

 یحاصل ازکانتورها جيبا نتا توانیعمق ترک را م راتییبا تغ

کرد.  یبررس زنی آباکوس افزارشده در نرم سازیهیشب

قرار  ریدر بال مقطع ت (9)که ترک مطابق شکل  یحالت در

 لویک 13.82در حدود  هايیدارد، نوک ترک شاهد تنش

 بر متر مربع است. وتنین

 (10)شکل  مطابق ریکه اگر ترک در جان مقطع ت یحال در

بر متر مربع  وتنین لوکی 78.93 حدود تا هاتنش رد،یقرار گ

.کندیم دایپ شيافزا

شدت  بيعمق ترک را بر ضر ری، تأث(12)و ( 11های )شکل

از  یشدت تنش ناش بيضر شي. افزادهدیتنش نشان م

عمق ترک در حالت ترک در بال و در حالت ترک  شيافزا

 باًيتقر یصعود شيافزا کيبه صورت  بیدر جان به ترت

.باشدیم یرخطیغ قاًیو دق یخط

شدت  بيبر ضر یمحور یروین ریتأث یرو قیدق یبررس کي

 0.025و در مکان  ریتنش در دو حالت ترک در بال مقطع ت

شکل و در  Iو  ترک در جان مقطع  (13)متر در شکل 

. هر دو نمودار شودیارائه م (14)متر در شکل  0.25مکان 

با  یشدت تنش به صورت خط بيکه ضر دهندینشان م

نکته در روابط  نيکه ا کندیم رییغت یمحور یروین رییتغ

 نیمشهود است. همچن حصري طور به زین (38)و  (31)

در  یلیتحل سازیمدلدهد که می نشان هاشکل یبررس

به  تریکينزد هایجواب ر،یحالت ترک در جان مقطع ت

 یعنيخواهد داشت و دو روش حل در آباکوس  یجواب عدد

 افتهي توسعهروش کانتور انتگرال و روش المان محدود 

دارند. گريکديبا  یتطابق خوب

شکل( I ریت یمحدود )ترک در بال تحتان یمدل اجزا :9 شکل

 یروین راستايیبه علت عدم هم ،یلیتحل افتیبا ره مطابق

وارد  ریبر ت زیگشتاور کوپل ن کي رو،ین نيعلاوه بر ا ،یمحور

 بيضر نییتع یچنانچه برا 3. مطابق با جدول شودیم

 جينتا یشود؛ خطا پوشیکوپل چشم نيشدت تنش از اثر ا

 عکه ترک در بال مقط یهنگام ،یو عدد یلیتحل افتیدو ره

قرار دارد، قابل ملاحظه نخواهد بود. ریت

واقع شود؛ مطابق  ریچنانچه ترک در قسمت جان مقطع ت اما

 خواهد درصد 2000 حدود به ها، اختلاف جواب4با جدول 
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 یلیتحل افتیکرد که در ره دیتأک توانیم جهی. در نتدرسی

 تیو از اهم یحاضر، در نظر گرفتن گشتاور کوپل ضرور

 برخوردار است.  يیبالا

شکل( I ریمحدود )ترک در جان ت یمدل اجزا :10شکل 

شدت تنش  بيضر ريمقاد یعمق ترک رو ریتأث :11شکل 

 شکل( I ریت ی)ترک در بال تحتان

شدت تنش  بيضر ريمقاد یعمق ترک رو ریتأث :12شکل 

 شکل I ری)ترک در جان ت

 شدت تنش بيضر یبر رو یمحور یروین ریتأث :13شکل 

 شکل( I ریت ی)ترک در بال تحتان

 شدت تنش بيضر یبر رو یمحور یروین ریتأث: 14شکل 

 شکل( I ری)ترک در جان ت



 141جانی    علیابدی و رزاقی، خمامی

1398 بهار، 56، شماره هفدهمال س  یدر مهندس یسازجله مدلم

(ریشدت تنش )ترک در بال ت بيضر یرو راستايیاز عدم هم یناش یگشتاور خمش ریتأث: 3جدول 
خطا  زانیم

)درصد(

ی لیتحل افتیره  𝐾𝐼𝑁1
 

ی گشتاور خمش  ریتاث بدون  

𝐾𝐼𝑁1
 یلیتحل افتیره 

یگشتاور خمش ریتاث با

عمق ترک   𝑎1 
(𝑚)

4.95 1978.862311.07 0.015 

5.77 2143.78 2577.80 0.025 

6.51 2308.54 2847.04 0.035 

(ریشدت تنش )ترک در جان ت بيضر یرو راستايیاز عدم هم یناش یگشتاور خمش ریتأث :4جدول 

خطا زانیم

)درصد(

𝐾𝐼𝑁2 یلیتحل افتیره 
 

یگشتاور خمش  ریتاث بدون  

𝐾𝐼𝑁2
یلیتحل افتیره 

یگشتاور خمش ریتاث با
 𝑎2عمق ترک 

(𝑚)

197.53240.379641.320.15

652.73741.6528163.670.25

1938.54320.4988076.490.35

از عدم  یناش یگشتاور خمش ریعمق ترک، تأث شيافزا با

به  کند؛یم دایپ شيافزا یبه صورت تصاعد ،راستايیهم

 یمتر، خطا 0.015 در عمق ترک 3که مطابق جدول  یطور

شدت تنش با در نظر  بيضر هایجواب نیب یدرصد 4.95

و بدون در نظر گرفتن آن،  یگشتاور خمش ریگرفتن تأث

متر  0.35در عمق ترک که  یدر حال ود؛شیم اهدهمش

 شيدرصد افزا 1938.5خطاها تا  زانیم 3مطابق جدول 

 رین تأثبدون در نظر گرفت لیتحل جينتا نيکند. بنابرایم دایپ

.باشدیقابل استناد م ریغ یگشتاور خمش

یریگجهینت -6
 حيصر ایمعادله ،یلیتحل افتیره کيمقاله به کمک  نيا در

 Iبا سطح مقطع  یرهایشدت تنش در ت بيضر نییتع یبرا

معادله، اثر  نيشد. در ا یمعرف یشکل تحت بار محور

مراکز سطوح  راستايیاز عدم هم یناش یگشتاور خمش

 شدت تنش در نظر گرفته بضري بر کامل، و دارمقاطع ترک

ترک در  یریدو حالت قرارگ یارائه شده برا افتیشد. ره

 نشان هایبررس جي. نتاديگرد یبررس ریبال و جان مقطع ت

شود  پوشیچشم یدادند که چنانچه از اثر گشتاور خمش

با  یلیتحل افتیشدت تنش حاصل از ره بيضر ريمقاد

 آباکوس افزارشده در نرم نییتع یعدد افتیره ريمقاد

 نيدر نظر گرفتن اثر ا داشت. هندخوا یاديز اربسی اختلاف

 یلیتحل افتیدو ره هایجواب گشتاور، موجب تطابق بهتر

 یلیتحل افتیره جينتا نی. همچنشودیم گريکديبا  یو عدد

 عمق ترک از قسمت بال به سمت شينشان دادند که با افزا

 خطیریو غ یشدت تنش به طور تصاعد بيجان مقطع، ضر

 .ابديیم شيافزا
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