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 مقدمه -1

ترین عامل برای رشد گیاه و عنوان ضرورینیتروژن به

دهنده بازده محصولات کشاورزی در نظر همچنین افزایش

درصد نیتروژن  6/46. کود اوره دارای [1]شود گرفته می

بوده که در بین سایر کودها بیشترین استفاده در سراسر 

درصد از  70. حدود [2]جهان از جمله ایران را دارا است 

های مختلف تلف و به روشکود اوره در هنگام استفاده به

دلیل شود. این اتلاف عمدتاً بهمحیط زیست وارد می

شستشوی نیتروژن توسط آب و تجزیه و تبخیر آمونیوم در 

محیطی و . مشکلات زیست[3،4]باشد خاک، آب و هوا می

                                                 
 Behin@razi.ac.ir* پست الکترونیک نویسنده مسئول: 

 رازی، دانشگاه نفت و پتروشیمی، دانشکده دانشجوی دکتری  .1

 رازی، دانشگاه نفت و پتروشیمیدانشکده . دانشیار، 2

اقتصادی فراوانی در ارتباط با استفاده از اوره وجود دارد. 

عنوان یک له بهبنابراین تمرکز زیادی بر روی این مسئ

نگرانی بزرگ زیست محیطی و زیست پزشکی در دنیا انجام 

ا پیشرفت علم و فناوری، نیاز روز افزون . ب[5،6]شده است 

به محیط زیستی عاری از هر گونه آلودگی همواره مورد 

رهش یک های کنترل. توسعه کود[7]توجه بوده است 

-تنها باعث کاهش اتلاف کود میاوری سبز است که نهفن

دهد. این شود، بلکه روند انتشار مواد مغذی را تغییر می

شود تا رهش مواد مغذی هماهنگ با تغییر سبب می

. برای کنترل رهش [8]نیازهای متابولیک گیاه انجام شود 

 چکیده  اطلاعات مقاله

 02/05/1397دریافت مقاله: 

 27/06/1398پذیرش مقاله: 
 

ترین کودهای کشاورزی، بالاترین میزان اتلاف نیتروژن را نیز به عنوان یکی از پرمصرفاوره به

عنوان یک بایوپلیمر زیست لیگنین اصلاح شده به-ماتریس اوره  .خود اختصاص داده است

تواند به یک کود کنترل رهش با قابلیت تجاری شدن تبدیل پذیر و ارزان قیمت میتخریب

باشد. با در نظر گرفتن زمان و شعاع حائز اهمیت میهای رهش آن بسیار شود، لذا بررسی مدل

عنوان دو متغیر مستقل، معادله دیفرانسیل جزئی دو بعدی در مختصات کروی برای رهش به

روش تحلیلی حل و برای اوره از ماتریس لیگنین اصلاح شده درون حجم سیال نامحدود به

روش ها بههت اعتبارسنجی مدلرهش درون حجم سیال محدود نیز مورد بررسی قرار گرفت. ج

لیگنین اصلاح شده استفاده شد. مقادیر -های کروی شکل ماتریس اورهآزمایشگاهی، از گرانول

برابری از اوره و لیگنین اصلاح شده در حالت مذاب تهیه و با استفاده از قالب، نمونه کروی 

های آب و در زمان شکل تهیه گردید. میزان رهش اوره از ماتریس لیگنین اصلاح شده در

ها برای رهش درون حجم سیال نامحدود و روش کجلدال اندازه گیری شد. مدلمختلف به

بینی های آزمایشگاهی را پیشداده 9964/0و  9967/0معادل  2Rترتیب با محدود توانستند به

لیک وهای تجربی توانی و شوارتز اصلاح شده و همچنین از مدل پیشنهادی هیپربکنند. از مدل

دست آمده تحلیلی به که مدل بینی الگوی رهش استفاده گردیداصلاح شده نیز برای پیش

 ترتیب دارایبرای محیط نامحدود، محدود و همچنین مدل تجربی هیپربولیک اصلاح شده به

 بالاترین دقت بودند. 

 

 واژگان كلیدي:
 سازی کنترل رهش،مدل

 حل تحلیلی،
 ،الگوی رهش

 ،سیستم ماتریس

 حجم محدود و نامحدود،

 .مدل هیپربولیک اصلاح شده
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ر شود. ددار و ماتریس استفاده میاوره از دو سیستم پوشش

دار اوره با استفاده از یک مانع فیزیکی که از سیستم پوشش

. شودکند، پوشش داده میانحلال سریع اوره جلوگیری می

م شود سیستمی نوع دوم که برای کنترل رهش اوره استفاده

ماتریس است که در آن اوره در ماتریسی از پلیمر و یا هر 

شود و فرایند رهش از طریق خلل ماده دیگری جاسازی می

ی اگیرد. در این سیستم کود و مادهو فرج ماتریس انجام می

شود، تحت شرایط ذوب عنوان فاز ماتریس استفاده میکه به

 هایی ریختهدر قالب قرار گرفته و بعد از اختلاط کامل

. تاکنون از [9،10]شکل کره یا دیسک درآید شود تا بهمی

عنوان فاز ماتریس برای کنترل رهش اوره مواد مختلفی به

استفاده شده است. ماده مورد استفاده، باید علاوه بر مقرون 

زیست نیز باشد. همچنین دار محیطتصرفه بودن، دوسبه

باید بتواند برای تولید در مقیاس صنعتی توجیه اقتصادی 

های کنترل رهش سیستم سازی. مدل[11]نیز داشته باشد 

همواره مطلوب پژوهشگران این علوم بوده است تا بتوانند 

هایی که در تری از مکانیسم رهش و فراینددرک مناسب

 سازیافتد داشته باشند. با مدلحین رهش اتفاق می

ای هبینی و با تغییر پارامترتوان الگوی مورد نظر را پیشمی

یرد گورد استفاده قرار میمدل، متناسب با مکانی که کود م

به الگوی رهش مناسب دست یافت. همچنین وجود 

معادلات ریاضی کمک مؤثرتری به محقق در جهت رسیدن 

 نماید.به شرایط رهش بهینه می

یک مدل ساده تجربی که به مدل  [12]سینکلیر و پپاس 

ش جزء فعال در توانی معروف است را برای الگوی ره

ها حاکم است ارائه هایی که مکانیسم نفوذ بر آنسیستم

 دادند:

(1) 
 𝑴𝒕

𝑴𝒐
= 𝒌𝒕𝒏 

نام او معروف گردید را ها بهشوارتز مدل دیگری را که بعد

 .[13] برای پیش بینی الگوی رهش ارائه کرد

  (2) 
𝑴𝒕

𝑴𝒐
= 𝒂(𝟏 − 𝒆𝒙𝒑(−𝒌𝒕)) 

مدلی برای رهش در سیستم کارتزین ارائه  [14]سیپمن 

داد. در این سیستم ماده مؤثره درون یک ماتریس پلیمری 

 شکل یک صفحه(، جاسازی شد:)به

Mt

MO
= 4 (

Dt

πl2
)          0 <

Mt

MO
≤ 0.4 (3)       

Mt

MO
= 1 − (

8

π2
) exp (

−π2Dt

l2 )  0.4

<
Mt

MO
≤ 1 

   (4)  

برای رهش ماده دارویی جاسازی شده  [15]بیکر و لوسدال 

 در یک ماتریس کروی شکل، از معادلات زیر استفاده کردند.

Mt

M∞
= 6 (

Dt

πr2
)

0.5

−
3Dt

r2
 

Mt

M∞

< 0.4 
(5)  

Mt

M∞

= 1 − (
6

π2
) exp (

−π2Dt

r2 )  

Mt

M∞

> 0.6 
(6)  

از  مدل ریاضی زیر را برای رهش کود اوره [16]الزهرانی 

 یک غشای پلیمری ارائه داد.
Mt

MO
= 6(1 + α)

tD0.5

(πr)0.5
 (7)  

 در معادلات بالا:

oM :)کیلوگرم( در زمان  میزان انتشار جرمt )ثانیه( 

 میزان کل جرم اولیه )کیلوگرم( :  

𝑴∞ : )میزان کل جرم قابل رهش )کیلوگرم 

o/MtM :  درصد رهش جزء فعال در زمانt (-) 

D)ضریب نفوذ ماده مؤثر منتشره )میلیمتر مربع بر ثانیه : 

l متر(پلیمری )میلی: ضخامت صفحه 

r : متر(ل کروی )میلیشعاع گرانو 

k : ( ثابت سرعت رهشn-))ساعت( 

n : ( پارامتر نفوذ-) 

α : ( یک عدد ثابت-) 

بینی الگوی رهش اوره از ماتریس هدف از این پژوهش پیش

لیگنین اصلاح شده درون دو حجم سیال محدود و نامحدود 

اولیه و مرزی است. در هر دو حالت با توجه به شرایط 

آید. سپس نتایج دست میهایی متفاوتی بهمختلف، مدل

های آزمایشگاهی حاصل از رهش اوره از سازی با دادهمدل

رین تماتریس لیگنین اصلاح شده مقایسه گردید تا مناسب

 بینی الگوی رهش تعیین گردد.مدل برای پیش

 هامواد و روش -2

 مواد -2-1

لیگنین از لیکور سیاه کارخانه چوب و کاغذ مازندران 
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)چوکام( استخراج و مورد استفاده قرار گرفت. اوره با درصد 

متر، از پتروشیمی میلی 4-2ر متوسط و قط 46نیتروژن 

کرمانشاه تهیه گردید. از اگزالیک اسید، هیدروکسید کلسیم 

و هیدروکسید سدیم )مرک آلمان( و اسید سولفوریک غلیظ 

)خلوص صنعتی( برای استخراج و اصلاح ساختار لیگنین و 

گیری میزان رهش از هیدروکسید همچنین برای اندازه

رد، برموکرزول گرین و متانول  اسیدبوریک، متیلسدیم، 

 )مرک آلمان( استفاده گردید.

 جداسازی لیگنین از لیکور سیاه -2-2

 برای جداسازی لیگنین از لیکور سیاه، از ترسیب آن

وسیله هیدروکسید کلسیم استفاده شد. بعد از اضافه به

لیتر لیکور میلی 500گرم هیدروکسید کلسیم به  60کردن 

 ، بهC° 85در دمای  %8/14ی خشک سیاه با درصد ماده

دقیقه، اجازه داده شد تا لیگنین همراه با  30مدت 

 کند. بعد از چندین بارهیدروکسید کلسیم رسوب پیدا می

را با آب مقطر درون یک شستشوی رسوب با شیره آهک، آن

وسیله به 4به  8/12از  pHبشر ریخته و سپس با کاهش 

ای رنگ لیگنین جدا هاسید سولفوریک غلیظ، محلول قهو

ساعت  12مدت به C°40شد. لیگنین درون آون در دمای 

 .[9]خشک گردید 

 اصلاح شیمیایی لیگنین- 2-3

ی آبدوست( باید به منظور آبگریز کردن لیگنین )ماده

های هیدروکسیل لیگنین . گروهساختار آن اصلاح شود

 شوند. اسید اگزالیک بادوستی این پلیمر میسبب آب

های هیدروکسیل لیگنین واکنش داده و سبب استیله گروه

شود. هر گروه هیدروکسیل در اثر استیله ها میشدن آن

 20شود. برای این منظور شدن به یک گروه استر تبدیل می

را به همراه گنین خشک گرم لی 20گرم اسید اگزالیک و 

لیتر آب مقطر درون یک بالن ریخته و محتویات میلی 300

همزده  C°90ساعت دردمای واکنش  15آن برای مدت 

منظور جلوگیری از وسیله حمام آب کنترل و بهشد. دما به

تبخیر آب موجود در محیط واکنش، از یک ریفلاکس 

(. بعد از 1کندانسور در دهانه بالن استفاده گردید )شکل 

صورت رسوب بود با دستگاه انجام واکنش، محصول که به

گریز از مرکز جدا و بعد از چندین بار شستشو، درون آون 

 .[9]خشک گردید  C°40در دمای 

 شدهلیگنین اصلاح -ماتریس اوره  -2-4

ره شده ابتدا اوبرای جاسازی اوره در ماتریس لیگنین اصلاح 

و لیگنین اصلاح شده با نسبت وزنی برابر درون یک راکتور 

مخلوط شدند. اگر  C°135دار در دمای ای همزنشیشه

درصد بیشتر  50نسبت وزنی لیگنین اصلاح شده به اوره از 

 گیرد.خوبی انجام نمیشود اختلاط به

 
 یک سیستم اصلاح لیگنینشمات -1شکل 

ای درون حمام منظور جلوگیری از افت دما، راکتور شیشهبه

 20بود. این فرایند  C°140پارافین قرار داشت که دمای آن 

دقیقه طول کشید. پس از اطمینان از اختلاط کامل، 

لیگنین اصلاح -محتویات داخل راکتور )محلول مذاب اوره

هایی کروی شکل ریخته شد. پس از شده( را درون قالب

 9/0هایی با قطر ها، کرهشدن محتوی داخل قالبسرد 

ها را فرایند تولید گرانول (2)دست آمد. شکل متر بهسانتی

 دهد.نشان می

 
 
 

 فاز ماتریس اوره و لیگنین اصلاح شدهتولید گرانول  -2شکل 

 گیری میزان رهشاندازه -2-5

روش کجلدال از گیری میزان رهش اوره بهاندازهبرای 

)شرکت  vap40مدل Kjeldtherm دستگاه 

Gerhardt برای این منظور، . [9]استفاده شد ( آلمان

 یگنینل لیکورسیاه
 لیگنین اصلاح شده

 لیگنین اصلاح شده-اوره اوره
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یک گرانول کروی با درصد وزنی برابر از اوره و لیگنین 

 50اصلاح شده، درون آب مقطر )برای حجم سیال محدود 

لیتر( قرار داده  2ر و برای حجم سیال نامحدود میلی لیت

هر یک ) های مختلفگیری از محلول در زمانشد و با نمونه

 10 در هر آزمایش مقدار. میزان رهش مشخص شد( ساعت

های مخصوص لیتر محلول نمونه را درون استوانهمیلی

لیتر میلی 100 لیترآب مقطر ومیلی 100 دستگاه ریخته و

به محلول اضافه و بعد از قرار  %32هیدروکسید سدیم 

گرفتن درون دستگاه، بخارات حاصل از تقطیر در ظرف 

و چند قطره معرف متیل رد و  %2 حاوی اسیدبوریک

در . آوری شدبرموکرزول گرین محلول در متانول، جمع

نرمال هیدروکسید  05/0 کمک تیتراسیون با محلولپایان به

ه . با توجوژن موجود در نمونه مشخص شدسدیم، میزان نیتر

به مقدار نیتروژن موجود در نمونه و مقایسه آن با نمونه 

ای که کل نیتروژن موجود در گرانول کروی مرجع )نمونه

 در آن حل شده است(، میزان رهش کود اوره مشخص شد.

 گیري ضریب نفوذاندازه -2-6

ین لیگن-ورهگیری ضریب نفوذ اوره در ماتریس ااندازه برای

اصلاح شده، غشایی از لیگنین اصلاح شده و اوره تهیه 

گیری ضریب نفوذ گردید و در داخل دستگاه مخصوص اندازه

د ای بوقرار داده شد. این دستگاه شامل یک ستون شیشه

که در وسط آن یک صفحه مشبک قرار داشت و غشا بر 

و گرفت. این غشا در ستون قرار داده شد روی آن قرار می

در قسمت بالای آن محلول اشباع اوره و در قسمت پایین 

دلیل گرادیان غلظت، آن آب مقطر خالص قرار داشت. به

اوره از محلول اشباع به داخل غشا نفوذ و وارد آب مقطر 

 شد. با نمونه گیری از قسمت پایین )آب مقطر( درمی

گیری و با ی ورودی اندازههای مختلف، غلظت اورهزمان

 آید.دست میبه آن ضریب نفوذ به توجه

 سازي ریاضیمدل -3

 حل تحلیلی -3-1

لیگنین اصلاح شده -شماتیک گرانول کروی اوره (3)شکل 

دهد که در یک سیال با حجم مشخص قرار دارد. را نشان می

درصورت اختلاط کافی اوره و لیگنین اصلاح شده در حین 

واخت در فاز طور یکنشود اوره بهتولید گرانول، فرض می

 شده است. ماتریس پخش

عنوان فاز ماتریس استفاده ای که بهبا توجه به جنس ماده

شود، مکانیسم رهش متفاوت است. اگر فاز ماتریس نیز می

شود حل گردد، در درون سیالی که رهش در آن انجام می

ای دچار تخریب شده و با صورت لایهاین صورت ماتریس به

مقداری از ماده مؤثره نیز رهش پیدا کرده تخریب هر لایه 

شود تا سرانجام به تدریج حجم ماتریس کوچک میو به

 اتمام برسد.

 
 قبل از رهش بعد از رهش

لیگنین -شماتیک رهش اوره از گرانول ماتریس اوره -3شکل 

 اصلاح شده

حالت دوم که برای رهش اوره از ماتریس لیگنین اصلاح 

ه وقتی است که فاز ماتریس درون شده صادق است، مربوط ب

سیال حل نشود و فقط ماده مؤثره قابلیت حل شدن در 

سیال را داشته باشد. در این حالت وقتی گرانول درون سیال 

گیرد، آب از روی سطح گرانول به درون آن )آب( قرار می

دلیل درون آب بهنفوذ و باعث حل شدن اوره و رهش آن به

عادله دیفرانسیل حاکم بر سیستم شود. منفوذ مولکولی می

 صورتموازنه جرم در حالت ناپایا، بهبا نوشتن  جامد کروی،

 .[17]آید دست میزیر به

∂C

∂t
= D (

∂2C

∂r2
+

2

r

∂C

∂r
) (8)  

 که در آن:

Dلیگنین اصلاح شده -: ضریب نفوذ اوره در ماتریس اوره

 )سانتیمتر مربع بر ثانیه(

C مقدار اوره موجود در واحد حجم ماتریس لیگنین اصلاح :

 شده )گرم(
د، باشاوره در آب بسیار زیاد میبا توجه به اینکه حلالیت 

فرض شده است ضریب نفوذ با تغییرات غلظت محلول تغییر 

 نکرده و تا پایان رهش ثابت باقی بماند.
معادله دیفرانسیل جزئی برای دو شرط مرزی رهش درون 

دلیل حجم محدود و نامحدود سیال بررسی می شود. به

دل سیستم معنوان اینکه ماتریس لیگنین اصلاح شده به

سازی در نظر گرفته شده است و با توجه به آبگریز کردن 

 ماند.آن، قطر کره تا پایان زمان رهش ثابت باقی می
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 رهش درون حجم محدود سیال -3-1-1

شکل یکنواختی در که اوره به fVحجم  ماتریس کروی به

که عاری از اوره  sVآن پخش شده، در داخل سیالی با حجم 

 گیرد.باشد قرار میمی

شرایط مرزی و اولیه برای رهش اوره از ساختار ماتریس 

که حجم سیال محدود باشد، شده در حالتیاصلاحلیگنین 

 صورت زیر است:به

∂C

∂r
= 0 r=0 

(9)  

Vs

k

∂C

∂t

= −4πr2D
∂C

∂r
 

r=R (10) 

C(r, t) = Co t=0 (11)  

 که در آن:

o:C در واحد حجم )گرم( مقدار اولیه اوره 

  :Rمتر( شعاع گرانول )سانتی 

:k ( معیاری برای میزان انحلال ماده مورد نظر ضریب توزیع

( که با آبی به میزان انحلال همان ماده در فازدر فاز آلی 

ی آلعنوان حلال ترتیب بهحل کردن اوره در استون و آب به

 .آیددست میو آبی و تقسیم این مقادیر بر هم به

 د.شوبعد میکمک تغییر متغیرهای زیر بیمعادله به ابتدا

φ =
𝐶 − 𝐶∞

𝐶o − 𝐶∞

 𝜏 =
𝑡𝐷

𝑅2
 𝜂 =

𝑟

𝑅
 (12) 

 که در آن:

𝜼 :بعدشعاع بی 

𝝉 : بعدزمان بی 

𝝋 : بعدغلظت بی 
𝐶∞ : متر گرم بر سانتی)غلظت اوره در زمان بی نهایت

 (مکعب

، معادله 8بعد در معادله با اعمال تغییر متغیرهای بی

 شود. بعد زیر حاصل میدیفرانسیل بی

∂φ

∂τ
=

𝜕2𝜑

𝜕𝜂2
+

2

𝜂

𝜕𝜑

𝜕𝜂
 (13) 

بعد، بی و اعمال شرط اولیه 13با لاپلاس گیری از معادله 

-دست میبه 2معادله دیفرانسیل ناهمگن معمولی از مرتبه 

 آید.
𝜕2�̅�

𝜕𝜂2
+

2

𝜂

𝜕𝜑

𝜕𝜂
− s�̅� + 1 = 0 

  (14)   

�̅�با اعمال تغییر متغیر سیستم کروی  =
𝑈

η
( و جایگذاری (

 آید.دست می، رابطه زیر به14در معادله 

𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
− 𝑠𝑢 = − 𝜂                 (15) 

 آید.دست میجواب معادله لاپلاس به 15با حل معادله 

�̅� =
𝐴

𝜂
sinh(√𝑠 η) +

𝐵

η
cosh(√𝑠 η) +

1

𝑠
    (16) 

تعیین و  16های معادله های مرزی، ثابتشرطکمک به

 .آیددرمی زیر صورتبهرابطه 

�̅� =  
1 + 𝛼

𝜂

sinh(√𝑠𝜂)

(3𝛼 − 𝑠) sinh(√𝑠) − 3𝛼√𝑠 cosh(√𝑠)

+
1
𝑠

 

                                                                     (17)  

 

 با استفاده از قضیه هویساید، معکوس لاپلاس محاسبه

 بعد است.غلظت بیکه همان  شودمی
𝜑 = 1 −  
(1 + 𝛼)6𝛼

𝜂
∑

sin(𝑐𝜂) exp (−𝜆𝑛𝜏)

sin(𝜆𝑛) [9𝛼(𝛼 + 1) + 𝜆𝑛
2]

∞

𝑛=1

 

    (18) 

 

و انتگرال گیری از زمان  r=Rبا استفاده از قانون اول فیک در 

یافته در هر لحظه و  مقدار جرم رهش نهایت،صفر تا بی

سپس مقدار جرم رهش یافته در هر لحظه به کل جرم قابل 

 .[16]آید دست میرهش از رابطه زیر به
 

Mt

M∞

= ∑
6(Vl + Vfk)

[9Vfk (
Vfk

Vl
+ 1) + Vlλn

2]

∞

n=1

[1

− exp (λn
2 tD

R2
)] 

(19) 

 رهش درون حجم نامحدود سیال -3-1-2

شرایط مرزی و اولیه برای رهش اوره از ساختار ماتریس 

که حجم سیال را بتوان شده در حالتی اصلاحلیگنین 

نامحدود در نظر گرفت، همانند حالت رهش درون حجم 

سیال محدود است. تنها تفاوت در شرط مرزی دوم یعنی 

 صورت زیر خواهد بود.روی سطح است که به

C(r, t) = 0 r=R (20)  

یر تواند تاثبا توجه به حجم بسیار زیاد سیال، رهش اوره نمی

ای روی غلظت محیط )آب( داشته باشد. در قابل ملاحظه

دلیل نامحدود بودن حجم نتیجه در تمام زمان رهش به

 .[18] سیال، غلظت اوره در ظرف صفر در نظر گرفته شد

از حل معادله دیفرانسیل جزئی برای رهش درون محیط 

در واحد حجم بر حسب شعاع و  توزیع مقدار اورهنامحدود، 
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 .[19] آیددست میصورت زیر بهزمان به

(21) 

 C(r, t)

Co

= −
2R

rπ
∑

(−1)n

n

∞

n=1

sin (
n r)exp (−

n
2

Dt) 

𝜆𝑛 که  =
𝑛𝜋

𝑅
گیری مقدار اوره که اندازهباشد. از آنجائیمی

های مختلف یک گرانول کروی در واحد حجم در شعاع

توان که بکوچک در آزمایشگاه تقریباً عملی نیست، برای آن

های آزمایشگاهی مقایسه کرد، باید این رابطه را با داده

توزیع مقدار اوره در واحد حجم را به جرم رهش یافته که 

 گیری است ارتباط داد.ابل اندازهق

دست آوردن شار انتقال جرم خروجی از گرانول، از برای به

 شود.استفاده می r=Rقانون اول فیک در 

J = −D
∂C

∂r
 r=R (22) 

باشد. می شار انتقال جرم خروجی از گرانول Jکه در آن 

گیری با انتگرال tمقدار جرم رهش یافته بعد از گذشت زمان 

 .آیددست میبه tاز زمان صفر تا 

(23) Mt = ∫ J(4πR2)dt
t

o

 

 قرار زیر است.یافته در هر لحظه بهبنابراین مقدار جرم رهش

Mt =
8R3Co

π
∑

1

n2
(1

∞

n=1

− exp (−
n2π2

R2
Dt)) 

(24) 

مقدار کل جرم مقدار جرم رهش یافته در هر لحظه نسبت به

به سمت بی نهایت میل  24در رابطه   tقابل رهش )وقتی

شود صورت زیر محاسبه میکند( بر حسب زمان به

(∑
1

𝑛2 =
𝜋2

6
∞
𝑛=1.) 

 

Mt

M∞

=
6

π2
∑

1

n2
(1 − exp (−

n2π2

R2
Dt)  )

∞

n=1

 
(25) 

 

 بحث و نتیجه گیري -4

های مختلف درصد رهش را برای درصد وزنی (4)شکل 

 دهد.لیگنین اصلاح شده به اوره نشان می

مقدار لیگنین اصلاح شده، میزان رهش بهبا افزایش درصد 

بیشتری نسبت به درصدهای کمتر این ماده کاهش یافته 

های کروی، درصد برابر از اوره است. در فرایند تولید گرانول

و لیگنین اصلاح شده بهترین نتیجه را از لحاظ استحکام 

های داده .فیزیکی و همچنین کنترل رهش اوره داشت

 ها از نتایجه شده برای مقایسه با مدلآزمایشگاهی استفاد

رهش برای درصد وزنی برابر اوره و لیگنین اصلاح شده به 

 دست آمده است.

 
های وزنی درصد رهش بر حسب زمان برای درصد -4شکل 

 مختلف لیگنین اصلاح شده به اوره

کسر جرم منتقل شده به کل جرم قابل انتقال پس از زمان 

t  توسطΣ باشد ارائه نهایت جمله میکه معرف مجموع بی

شده است. باید بررسی شود که با استفاده از چند جمله اول 

عبارتی خطای شود. به، جواب ثابت میΣاین 

(، قابل اغماض است. نتایج Truncation Errorبرشی)

است که در سیستم نامحدود و محدود وقتی تعداد بیانگر آن

ها بر همدیگر تر انتخاب شود جواببزرگ 200از  Σجملات 

عبارتی خطای برشی به کمترین منطبق خواهند شد. به

برای پیش  Σجمله اول  200مقدارش خواهد رسید. لذا تا 

بینی رهش اوره از ماتریس لیگنین در محیط محدود و 

روند تغییرات  (5)نامحدود مورد استفاده قرار گرفت. شکل 

تقله به کل جرم قابل انتقال با کسر جرم من Σتعداد جملات 

 دهد.محدود را نشان میدر محیط محدود و ناt بعد از زمان 

 هاي آزمایشگاهیمقایسه مدل با داده -4-1

ضریب نفوذ اوره در ماتریس لیگنین اصلاح شده برابر 

/s2cm8-10×9/2 همچنین مقدار ضریب  .[20]باشدمی

ان عنوترتیب بهتوزیع، با حل کردن اوره در آب و استون به

 باشد.می 08/0حلال آبی و آلی برابر 

های آزمایشگاهی برای محیط میزان انطباق مدل با داده

نشان داده شده است. مدل با دقت  (6)محدود در شکل 

های آزمایشگاهی را پیش لگوی رهش و روند دادهبالایی ا

-می 9964/0حالت برای این 2Rبینی کرده است. میزان 

 باشد.
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 محیط محدود -الف

 
 محیط نامحدود -ب

 بر نمودار رهش Σتاثیر افزایش تعداد جملات داخل  -5شکل 

 تدریج و با گذشتمنحنی رهش ابتدا دارای شیبی تند و به

شود. یعنی رهش ابتدا سریع زمان این شیب کمتر می

شود. این تر میگیرد و با گذشت زمان کندصورت می

حالتی است که فاز ماتریس درون سیال مکانیسم مربوط به

حل نشود و ساختار آن تا پایان رهش حفظ گردد )رهش 

 س لیگنین اصلاح شده(.اوره از ماتری

 
های آزمایشگاهی برای سیستم تطابق مدل با داده -6شکل 

 ماتریس در محیط محدود

های سطی رهش سریع در ابتدا مربوط به اوره موجود در لایه

گیرد. با نزدیک شدن به باشد که به سهولت انجام میمی

تری را طی های داخلی، اوره باید مسیر طولانیسمت لایه

د تا به سطح گرانول رسیده و وارد آب شود. بنابراین نمای

تر است. اگر فاز ماتریس نیز مشکل های داخلیرهش از لایه

گیرد حل شود، درون سیالی که رهش در آن صورت می

ای تخریب شده و با تخریب هر لایه ماتریس به صورت لایه

تدریج حجم مقداری از ماده مؤثره نیز رهش پیدا کرده و به

شود. بنابراین در این حالت مسیر اتریس کوچک میم

طولانی برای رهش وجود نخواهد داشت و شیب منحنی 

 تا پایان زمان رهش یکنواخت خواهد بود. تقریباً رهش 
  (، مدل توانسته است با7)شکل  در حالت محیط نامحدود

 2R بینی کندالگوی رهش را پیش 9967/0 معادل. 

 
های آزمایشگاهی برای رهش اوره دادهتطابق مدل با  -7شکل 

 از ماتریس لیگنین اصلاح شده در محیط نامحدود

های آزمایشگاهی بیانگر این های تحلیلی و دادهمقایسه مدل

های آزمایشگاهی را با دقت اند دادهها توانستهاست که مدل

 بینی کنند.بسیار بالایی پیش

های مختلف بر حسب شعاع گرانول در زمان oC/Cتغییرات 

نشان  (8)برای رهش درون حجم سیال نامحدود در شکل 

داده شده است. در اوایل رهش توزیع مقدار اوره در واحد 

شود. های کم )نزدیک مرکز( مشاهده نمیحجم در شعاع

شود و مدت زمان می شروع خارجی های لایه از رهش

های داخلی رهش پیدا کنند. کشد که لایهزیادی طول می

های مرکزی هنوز های اولیه، چون لایهراین در زمانبناب

اند، بنابراین شیب نمودار رهش تقریباً ثابت رهش پیدا نکرده

تدریج توزیع مقدار اوره در واحد است. با گذشت زمان، به

 یابد.حجم از مرکز شروع شده و به سمت سطح ادامه می
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 هایبر حسب شعاع کره در زمان oC/Cتغییرات  -8شکل 

 مختلف رهش

-بیانگر اختلاف جزئی بین مدل و داده (7)و  (6)های شکل

های آزمایشگاهی است. عوامل مختلفی سبب ایجاد این 

گیری اند. یکی از این عوامل مربوط به اندازهاختلاف شده

که در این پژوهش سعی های آزمایشگاهی است. با اینداده

ار ممکن بر آن بوده است که این خطاها به حداقل مقد

. باشدها تقریباً غیرممکن میبردن آنبرسد، ولی از بین 

برداری از خطاهای آزمایشگاهی شامل دقت در نمونه 

شود، حجم دقیق سیالی محلولی که رهش در آن انجام می

شود و یا دقت در هنگام که درون دستگاه ریخته می

ند. شوتیتراسیون، همگی باعث خطاهایی بسیار جزئی می

های بینی رهش در محیطهای پیشاین پژوهش مدلدر 

بینی خوبی فرایند رهش را پیشمحدود و نامحدود، به

دست آمده از طریق حل های بهنمودند. علاوه بر مدل

های تجربی موجود نیز استفاده توان از مدلتحلیلی، می

 کرد.

 بینی الگويهاي تجربی براي پیشبررسی مدل -4-2

 رهش

های ساده توان از مدلی الگوی رهش میبینبرای پیش

ی های توانتجربی نیز استفاده نمود. برای این منظور از مدل

ها اشاره گردید و تر به آنو شوارتز اصلاح شده که پیش

همچنین از رابطه هیپربولیک اصلاح شده به عنوان یک 

بینی الگوی رهش ( برای پیش26مدل پیشنهادی )رابطه 

 استفاده شده است.

(26) 𝑴𝒕

𝑴𝒐
=

𝒂𝒕

𝟏 + 𝒌𝒕
 

 بینیهای تجربی موجود، برای پیشمیزان دقت مدل

های آزمایشگاهی رهش اوره جاسازی شده در ماتریس داده

 (9)درون حجم سیال محدود در شکل  اصلاح شده لیگنین

 نشان داده شده است.

 
پیش بینی الگوی رهش اوره از ماتریس لیگنین اصلاح  -9شکل 

 های تجربیحجم سیال محدود با مدلشده درون 

های آزمایشگاهی تطابق خوبی ندارد و مدل توانی با داده

بینی عنوان مدلی مناسب جهت پیشتوان از آن بهنمی

الگوی رهش اوره از ماتریس لیگنین اصلاح شده استفاده 

نمود. مدل شوارتز اصلاح شده تا حدی )بهتر از مدل توانی( 

آزمایشگاهی را پوشش دهد، ولی  هایتوانسته است داده

مدل هیپربولیک اصلاح شده )مدل تجربی پیشنهادی در 

 این پژوهش( تطابق خوبی نسبت به دو مدل قبلی با

-های مدلو پارامتر 2Rهای آزمایشگاهی دارد. مقدار داده

 1ول های تجربی برای رهش درون محیط محدود در جد

به مدل  مربوط 2Rنشان داده شده است. بالاترین مقدار 

در مدل توانی  nباشد. پارامتر هیپربولیک اصلاح شده می

باشد. در این مدل برای نشان دهنده مکانیسم رهش می

5/0n ≤  از قانون نفوذ فیک و برایn  تا یک  5/0های بین

با توجه به  .[12] کنداز قانون نفوذ غیر فیک پیروی می

رهش اوره از ماتریس لیگنین اصلاح  1در جدول  nمقدار 

 (.=36/0n) کندشده از قانون نفوذ فیک پیروی می

های تجربی برای رهش های مدلو پارامتر 2Rمقادیر  -1جدول 

 درون محیط محدود
   مدل               

 پارامتر
k n a R2  

 9731/0 - 36/0 61/1 توانی

هیپربولیک اصلاح 

 شده
16/17 - 16/20 9907/0 

 9893/0 95/0 - 71/15 شوارتز اصلاح شده
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 برای رهش درون حجم سیال نامحدود میزان تطابق

نشان  (9)های آزمایشگاهی در شکل های تجربی با دادهمدل

 داده شده است. 

  
 

الگوی رهش اوره از ماتریس لیگنین  پیش بینی -10شکل 

 های تجربیبا مدل اصلاح شده درون حجم سیال نامحدود

ترین دقت و در این حالت نیز مدل توانی دارای کم

 هیپربولیک اصلاح شده دارای بالاترین دقت در بین

های و همچنین پارامتر 2Rهای تجربی است. میزان مدل

نامحدود در های تجربی برای رهش درون محیط مدل

بالاترین نیز در این حالت  نشان داده شده است. 2ول جد

مربوط به مدل هیپربولیک اصلاح شده و با توجه  2Rمقدار 

 قانون نفوذ فیک بر مسئله حاکم است. ،nبه مقدار 

 های تجربی برای رهش های مدلو پارامتر 2Rمقدار  -2جدول 

 درون محیط نامحدود
   مدل               

 پارامتر
k n a R2  

 9771/0 - 35/0 282/0 توانی

هیپربولیک اصلاح 

 شده
151/0 - 98/16 9982/0 

 9921/0 916/0 - 138/0 شوارتز اصلاح شده

 های تجربی باعنوان یک نتیجه کلی از برازش مدلبه

گونه بیان کرد که از بین توان اینهای آزمایشگاهی میداده

هیپربولیک اصلاح شده )مدل های تجربی، مدل مدل

 های آزمایشگاهیپیشنهادی( میزان تطابق بیشتری با داده

تواند الگوی رهش های تجربی میدارد و بهتر از دیگر مدل

دست آمده در این های تحلیلی بهبینی کند. مدلرا پیش

ترتیب به 9967/0و  9946/0معادل  2Rپژوهش با مقدار 

برای محیط محدود و نامحدود دارای بالاترین دقت، حتی 

نسبت به مدل تجربی هیپربولیک اصلاح شده )بهترین مدل 

 باشد.های آزمایشگاهی( میتجربی برای پیشگویی داده

 نتیجه گیري -5

ترین کود مورد استفاده در کشاورزی ایران و اوره پرمصرف

دلیل اتلاف بسیار هباشد. کنترل رهش کود اوره بجهان می

هنگام استفاده از آن، بسیار حائز زیاد در محیط آبی به

باشد. در این تحقیق از بایوپلیمر اهمیت و ضروری می

پذیری برای کنترل رهش با خاصیت زیست تخریب لیگنین

ای هاوره استفاده شده است. این بایوپلیمر از پساب کارخانه

اچیزی دارد، استخراج کاغذ سازی )لیکور سیاه( که قیمت ن

شده است. بنابراین پتانسیل تبدیل به یک کود کنترل رهش 

باشد. در این تحقیق، ضمن بررسی مدل تجاری را دارا می

رهش اوره درون حجم سیال محدود، از طریق حل تحلیلی 

مدلی برای رهش اوره از ماتریس لیگنین اصلاح شده درون 

 اعتبار سنجیدست آمد. برای حجم سیال نامحدود به

روش آزمایشگاهی، اوره در داخل ماتریس لیگنین ها بهمدل

اصلاح شده جاسازی و میزان رهش آن درون حجم محدود 

های گیری شد. مقایسه دادهو نامحدود آب اندازه

ا ههای تحلیلی بیانگر این بود که مدلآزمایشگاهی و مدل

را پیش های آزمایشگاهی اند با دقت بالایی دادهتوانسته

های برای مقایسه مدل تحلیلی و داده 2Rبینی کنند. میزان 

آزمایشگاهی در حالت رهش در حجم سیال محدود و 

 بود. 9967/0و  9946/0ترتیب نامحدود به

های یکسان، درصد رهش )میزان رهش( درمحیط در زمان

دلیل اینکه نامحدود بیشتر از محیط محدود است. ولی به

بسیار زیادی در آب دارد این اختلاف ناچیز اوره حلالیت 

 توانند برای های موجود در این پژوهش میاست. مدل

های پلیمری در شرایط مختلف بینی رهش از ماتریسپیش

 کار روند.در داخل حجم سیال محدود و نامحدود به

 خوبیهای تجربی، مدل توانی نتوانست بهمدلاز بین 

بینی کند. مدل شوارتز اصلاح های آزمایشگاهی را پیشداده

ها آزمایشگاهی را پوشش شده تا حدی توانسته است داده

دهد. مدل پیشنهادی هیپربولیک اصلاح شده در هر دو 

حالت رهش درون حجم سیال نامحدود و محدود با دقت 

های ها توانست روند دادهر مدلبیشتری نسبت به سای

برای های تحلیلی مدل بینی کند.آزمایشگاهی را پیش

محیط محدود و نامحدود دارای بالاترین دقت، حتی نسبت 

ای هباشند. مدلبه مدل تجربی هیپربولیک اصلاح شده می

موجود در این پژوهش در عین سادگی، دارای دقت بسیار 
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بینی کنترل رهش استفاده کرد. پیش توان از این مدلها برایبه میبالایی بودند که در شرایط مشا
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