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 چکیده  اطلاعات مقاله

 26/01/1398: مقاله دريافت

 24/07/1398 پذيرش مقاله:

 
منظور شناسايی مکان و توابع شدت منابع آلاينده در پژوهش حاضر از مدل معکوس به

استفاده شده است. در اين تحقیق، حل معکوس معادله  ای مجهول در رودخانهنقطه

اهداف اصلی اين پراکندگی با استفاده از رويکرد رياضی انجام شده است. از  -جايیجابه

مدل، شناسايی مکان منبع آلاينده در حالت وجود چندين منبع در رودخانه بدون داشتن 

گونه اطلاعات پیشین از منابع در چارچوب کاملاً رياضی است، به نحوی که مکان و هیچ

زمان شناسايی خواهد شد. تابع شدت هريک منابع آلاينده فعال در رودخانه به صورت هم

زمان از -گیری منحنی غلظتشده آن است که تنها با اندازه مدل معکوس ارائه نقطه قوت

توان مکان منبع را با بیشترين دقت به دست آورد. همچنین پس از چند نقطه معدود، می

سنجی شود. صحتيافتن مکان منبع در رودخانه، توابع شدت منابع آلاينده بازسازی می

های فرضی، مکان های فرضی متعدد انجام شد. در مثالشده توسط مثالمدل معکوس ارائه

و توابع شدت منابع آلاينده به صورت متفاوت در نظر گرفته شدند تا کارايی روش در 

ها گیریهای مختلف توابع شدت مشاهده گردد. از آنجا که در حالت واقعی، اندازهشکل

سنجی بین حالت ان، صحتها اضافه شد. در پايدارای خطا هستند، درصدی خطا به داده

دقیق و نتايج حاصل از مدل معکوس انجام شد. در تمام موارد، نتايج مدل معکوس با دقت 

 مناسبی قابل قبول بود.

 

 واژگان کلیدی:

بازسازی توابع شدت منابع 

 ،آلاينده
شناسايی مکان های منابع 

 آلاينده،

 مدل معکوس،

 پراکندگی.-جايیمعادله جابه

 

 

 مقدمه -1
ترين نیازهای بشر است. آب آب سالم و پاک يکی از مهم

سالم، بدون بو، طعم و رنگ است. تغییر در هريک از اين 

پارامترها آلودگی آب را به همراه خواهد داشت. اغلب 

زيست و جوامع، از قرن بیستم ها در محیط آلودگی آب

شروع به افزايش کرده است و دلیل آن هم تولید فاضلاب 

استفاده از کودها و افزون خانگی و صنعتی و گسترش روز

                                                 
 m.mazaheri@modares.ac.irپست الکترونیک نويسنده مسئول:  *

 های آبی، دانشگاه تربیت مدرسکارشناسی ارشد سازه .1

 های آبی، دانشگاه تربیت مدرساستاديار گروه سازه .2

 های آبی، دانشگاه تربیت مدرس. استاد گروه سازه3
 

های سموم کشاورزی است. منابع آب به دو دستة آب

شوند. افزايش های زيرزمینی تقسیم میسطحی و آب

 روز هر سريع صنايع، رشد و کشاورزی توسعه جمعیت،

 از نیازها از تأمین بخشی دهد.می افزايش را آب تقاضای

 سد ساخت که توسط است سطحی هایمهار آب طريق

گیری گیرد. مديريت منابع آب نیازمند تصمیممی صورت

نگر با رويکردی جامع است. علم پويايی سیستم يک آينده

ابزار مديريتی بر اساس اين نگرش است. اين علم قادر است 

 های پیچیده منابع آب را برای پشتیبانیسازی سیستمشبیه

mailto:m.mazaheri@modares.ac.ir
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های مناسب گیری انجام دهد. با اجرای سیاستتصمیم

توان نیازهای مورد نظر را در حالت موجود در حد میتنها نه

در  توان توسعه نیازها را نیزقابل قبولی تأمین کرد، بلکه می

 [.1نظر گرفت ]

های زيرزمینی در مناطق استفاده فزاينده از منابع آب

در بخش  ويژهبهرشد روزافزون اقتصاد  ةخشک در نتیج

 ايستابی درمنجر به تشديد روند نزولی سطح  ،کشاورزی

ها شده است. بنابراين به يک چارچوب منطقی و آبخوان

گیری اصولی برای تخصیص منابع آب مند برای تصمیمنظام

 طور مؤثر و مطلوب نیازهای جامعهمحدود، به نحوی که به

رشد اقتصادی را موجب شود، احتیاج  نیزو  کندتأمین  را

 .[2] است

ر خاک و آب های موجود دهمچنین انتقال آلاينده

های سطحی، باعث تخريب برخی از زيرزمینی به آب

توان با استفاده از روش شود. میهای آبی میبومزيست

آب را مورد بررسی شبکه عصبی، روند تغییرات شوری زه

 [.3قرار داد ]

در  سرعتترين منابع تأمین آب، بهها، يکی از اصلیرودخانه

های آب که آلودگیترين حال آلوده شدن هستند. عمده

اند کند، عبارتزيست وارد میبیشترين خسارت را به محیط 

وسیله مواد راديواکتیو و آلودگی  از: آلودگی نفتی، آلودگی به

تواند های شیمیايی و فیزيکی نیز میحرارتی. آلودگی

زيست باشد. بنابراين بايد عوامل خطری برای محیط 

ها، کشيی، سموم و آفتآلودگی آب، مانند کودهای شیمیا

ها )ذرات و مواد شیمیايی(، ها، آلايندهها و باکتریويروس

ها و... شناسايی شده، ها، زبالهفاضلاب کارخانجات و خانه

 ها قوانین و مقرراتی وجود داشته باشدبرای مقابله با آن

هايی مبنی بر جلوگیری از آلودگی آب، نامه[. وجود آيین4]

ها به صورت نیاز است کیفیت آب رودخانهکافی نیست و 

مستمر پايش شود؛ زيرا برخی صنايع، قوانین را ناديده 

صورت نامحسوس وارد  گرفته، میزان زيادی آلاينده را به

 کنند.رودخانه می

در طول چند دهه گذشته، لازم شده است که مسائل 

های متعددی از علوم و مهندسی به کار در زمینه 1معکوس

شناسی، مسائل عنوان مثال، در علم زلزلهشوند. به گرفته

منبع معکوس برای تعیین کانون و شدت يک زلزله مورد 

گیرد. کاربرد ديگری از مسئله معکوس در استفاده قرار می

                                                 
1. Inverse problems 

تواند چنین توصیف زيست است که میارتباط با محیط 

های سطحی را میهای زيرزمینی و آبشود: آلودگی آب

های شاهد، بررسی کرد. زمانی که ر دادن ايستگاهتوان با قرا

های شاهد، غلظت آلاينده های دريافتی از ايستگاهسیگنال

را به صورت افزايشی و غیرمعمول نشان دهند، در 

ترين زمان ممکن، بايد منبع آلاينده ناشناخته که سريع

 [.4مسبب اين آلودگی است، شناسايی و کنترل شود ]

آلاينده نزديک به سه دهه است که  يافتن محل رهاسازی

برانگیز در سطح جهان مطرح میعنوان يک مسئله چالشبه

 شود. 

در صورت ادامه اين وضعیت، بشر با بحران کمبود آب مواجه 

ترين راه حفظ کیفیت منابع آب، تدوين خواهد شد. مهم

ريزی گیرانه و برنامهقوانین و استانداردهای مناسب و سخت

محیطی، صحیح آن است. استانداردهای زيست برای اجرای

زيست برای محافظت از سلامت انسان و حفاظت از محیط 

شوند. در اين استانداردها، حد مجاز يک ماده در وضع می

زيست، بدون اينکه اثر منفی بر انسان يا محیط محیط 

ها شود. کیفیت آب رودخانهزيست داشته باشد، تعیین می

ستمر پايش شود؛ زيرا برخی صنايع به دلیل بايد به صورت م

صورت نامحسوس و ناگهانی ها اغلب به وجود محدوديت

 کنند.ای با غلظت بالا وارد رودخانه میآلاينده

مسئله يافتن اتفاقات گذشته، با تکیه بر شمار اندکی از 

مشاهدات با عدم قطعیت همراه است. در مسائلی که به 

، مکان و زمان آلودگی شودصورت پیش رو مطرح می

مشخص است و هدف تعیین مقدار غلظت در يک مکان 

منظور است. چنانچه مکان ورود آلاينده ناشناخته باشد، به

های معکوس در زمان و مکان تعیین مکان بايد از مدل

 استفاده شود.

 ،با توجه به مشخص بودن يا نبودن مکان و تابع شدت منبع

؛ اول، آلودگی ها تعريف شده استدو نوع آلودگی برای آب

آب با منبع مشخص که در اين نوع آلودگی، منشأ و مکان 

منبع مشخص و مقادير غلظت در نقاط مشاهداتی مجهول 

. دوم، آلودگی گويندمی 2مستقیم دلماست. به اين مدل، 

آب با منبع نامشخص که مکان و تابع شدت اين گونه 

جهول و مقادير غلظت در نقاط مشاهداتی معلوم آلودگی م

زيست بسیار مضر بوده، است. اين نوع آلودگی برای محیط 

به تر از حالت قبل است. جلوگیری و کنترل آن بسیار دشوار

2. Forward model 



 259                         مردان، مظاهری و سامانی                                                                                                       ده

 1399، بهار 60سال هجدهم، شماره                                                                                        یدر مهندس یمجله مدل ساز

سازی معکوس يک گويند. مدلمعکوس می دل، مدلاين م

 .[5] سازی مستقیم آن استتر از مدلدشوار پديده معمولاً

ای از رودخانه در بازه b و a دو نقطه طول رودخانه و l اگر

دست منبع آلاينده انتخاب ترتیب در بالادست و پايینبه

منبع و همچنین مکان و تابع شدت  (a<b<l0>شوند )

توان مسئله مستقیم و می ،باشد wو  Sرتیبتآلاينده به

 را به صورت زير نوشت: معکوسمسئله 

 مسئله مستقیم:

توان غلظت را منبع آلاينده معلوم باشد می wو  Sاگر 

 دست آورد:ه ب  b و aنسبت به زمان در نقاط

(1)  S w c a t   c b t   t T( , ) ( , ) , ( , )  0 

تابع شدت منبع،  wمکان منبع آلاينده،  Sدر رابطه فوق، 

a مکان برداشت داده در بالادست منبع، b   مکان برداشت

cدست منبع، داده در پايین t(.,  Tتوزيع زمانی غلظت و  (

 سازی است.کل زمان شبیه

 :معکوسمسئله 

های مربوط به داده b و aدر طول زمان اگر در دو نقطه 

و  Sتوان با حل مسئله معکوسمی برداشت شود،غلظت 

w دست آورد:ه ای را در رودخانه بمنبع آلاينده نقطه 

(2)  a b
d t   d t  t T S w( ) , ( ) ( , )  0 

در معادله فوق، 
a

d t( و  (
b

d t( های سری ترتیب دادهبه (

های مشاهداتی در بالادست و پايینزمانی غلظت در ايستگاه

 دست منبع است. 

از نوع منبع  ،منبع آلاينده مورد استفاده در اين تحقیق

. منبع آلاينده شده استای در نظر گرفته آلاينده نقطه

منبعی است که مساحت آن )مساحتی که از آن  ،اینقطه

در مقايسه با مساحت محیطی که  ،گیرد(تخلیه صورت می

طوری که  به ،شود، بسیار ناچیز باشدمنبع در آن تخلیه می

مدل . [6ت ]صورت يک نقطه در نظر گرف بتوان آن را به

ای که توزيع زمانی رياضی معمول برای منبع آلاينده نقطه

 :استزير  شکلدهد، به را نشان می و مکانی آن

(3) F x t w t x S( , ) ( ) ( )  

 ()و تابع شدت منبع w منبع، کانم Sرابطه فوق، در

 .استنیز برابر با تابع دلتای ديراک 

                                                 
1. Simulation-optimization 
2. Geostatistic 

 

در  Lعنوان عملگر اگر تأثیر معادلات جريان و انتقال به

نظر گرفته شود، تأثیر اين عملگر بر منابع آلاينده و نتیجه 

را که توزيع مکانی و زمانی غلظت در دامنه حل است،  آن

 توان به صورت زير نشان داد )مدل مستقیم(:می

(4) c x t L F x t( , ) ( ( , )) 

cدر معادله فوق،  x t( , برابر با توزيع مکانی و زمانی غلظت  (

Fدر دامنه مورد مطالعه و  x t( , برابر با عبارت منبع است.  (

توان مدل را به دست آورد، می L1ن عملگر اگر بتوا

 معکوس متناظر را به صورت زير نشان داد )مدل معکوس(:

(5) F x t L c x t( , ) ( ( , )) 1 

در مسئله فوق در  L1شود عملگر در اين تحقیق سعی می

 محیط رودخانه، با استفاده از روش رياضی محاسبه گردد.

های مربوط به غلظت در شود دادهفرض میتحقیق در اين 

 a طوری کهبه ،در رودخانه معلوم باشد b و aدو نقطه 

دست رودخانه نسبت به در پايین bدخانه و در بالادست رو

a) دنقرار داشته باش منبع آلاينده S b l   0). 

رويکردهای محققان مختلف در زمینه برخورد با حل 

معکوس معادله انتقال از حیث روش حل، به سه حالت کلی 

 [:7است ]
 مسئله شبیهحل مسئله معکوس به صورت يک  .1

 ؛1سازیبهینه-سازی

 ؛2آمارهای احتمالاتی و زمیناستفاده از روش .2

 .3های رياضیاستفاده از روش .3

در رويکردهای مبتنی بر فرموله کردن مسئله معکوس به 

سازی، با تغییر بهینه -سازیصورت يک مسئله شبیه

های منابع ها و شدتپارامترهای تصمیم مسئله )مکان

سازی، برای يک فرايند تکراری در روش بهینه آلاينده(، در

ای ای و مشاهدهحداقل کردن اختلاف مقادير محاسبه

رغم فرمولاسیون ساده، شود. اين روش علیغلظت تلاش می

به قدرت محاسباتی بالا نیاز دارد. علاوه بر اين، در حالت 

ها در ها و بدخیم بودن مسئله، اين روشوجود خطا در داده

 دی، عملکردی مناسب ندارند.حالت عا

آمار، های احتمالاتی و زمیندر رويکردهای مبتنی بر روش

های احتمالاتی و اصول های آماری، توزيعبا استفاده از روش

های شود بدون استفاده از روشعلم ژئواستاتیک، سعی می

 
3. Direct method 
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تکراری يا حداقل با تعداد تکرار بسیار کمتر نسبت به روش

 سازی، مجهولات مسئله کشف شود.ینهبه-سازیهای شبیه

های رياضی، با استفاده از در رويکردهای مبتنی بر روش

های موجود در علم مسئله معکوس، سعی بر اين تکنیک

است که مجهولات مسئله به صورت معین، در چارچوب 

های تکراری يا حداقل با رياضی و بدون استفاده از روش

-سازیهای شبیهبه روشتعداد تکرار بسیار کمتر نسبت 

ها معمولاً به محاسبات سازی حل شوند. اين روشبهینه

های تکرار نیاز ندارند. شايان ذکر سنگین در قالب حلقه

است معمولاً رياضیات و روابط مورد استفاده در رويکرد 

 تر است.ها پیچیدهرياضی، نسبت به بقیه روش

حقیقات پیشین بندی تبا توجه به نکاتی که بیان شد، دسته

 شود:به صورت زير انجام می
 شده )رويکردهای غیر رياضی(؛پیشینه تحقیقات انجام .1

شده برای يافتن تابع شدت پیشینه تحقیقات انجام .2

 منبع آلاينده )رويکرد رياضی(؛

شده برای يافتن مکان و تابع پیشینه تحقیقات انجام .3

 شدت منبع آلاينده )رويکرد رياضی(.

شده )رویکردهای غیر تحقیقات انجامالف. پیشینه 

 ریاضی(

( روشی برای تشخیص منبع آلاينده 2007میلنز و پروچت )

های آب زيرزمینی در حالت غیرهمگن و چندبعدی در سفره

سازی پديده به صورت معکوس در ها با شبیهارائه دادند. آن

سازی، کانتورهای زمان نشان دادند که با اين نوع شبیه

که اين کانتورها به نقطه واحد  ر شده، زمانیتغلظت جمع

تبديل شوند و غلظت ماکزيمم را نشان دهند، منبع آلاينده 

( مدل 2010[. چنگ و جیا )8تشخیص داده شده است ]

شده توسط نیوپار و احتمالاتی برگشتی جزء کمکی ارائه

عمق، های کم( را با استفاده از معادلات آب2005ويلسون )

آب سطحی با شرايط جريان ماندگار و  هایدر پهنه

غیريکنواخت در حالت دوبعدی به کار بردند. سپس، مدل 

و  9را با استفاده از میانگین خطای نسبی بهینه کردند ]

( روش احتمال برگشتی 2016[. قانع و همکاران )10

 های زيرزمینیشده برای شناسايی منبع آلودگی در آبارائه

آلاينده و زمان انتشار آلاينده در  را در شناسايی محل منبع

رودخانه به کار بردند. معادله حاکم بر حرکت احتمال به 

صورت بازگشتی با استفاده از يک روش آنالیز حساسیت 

                                                 
1. Quasi-Reversibility 
2. Backward Beam Equation 

)آنالیز الحاقی( استخراج شد. سپس مدل را با استفاده از راه

[. 11های واقعی توسعه دادند ]های تحلیلی و برخی دادهحل

( از روش احتمال برگشتی برای 1395اران )قانع و همک

تشخیص منابع آلاينده در رودخانه با شرايط غیريکنواخت 

ها بر اساس آنالیز الحاقی و ماندگار استفاده کردند. مدل آن

ای با شرايط عمومی توسعه داده برای کاربرد در رودخانه

( توسط روش 1396[. قانع و همکاران )12شده است ]

های ، به شناسايی منبع آلاينده در آباحتمال برگشتی

اند. بر همین اساس، يک مدل عددی بر سطحی پرداخته

پايه آنالیز الحاقی توسعه دادند. در بخش اول، ابتدا کاربرد 

اين مدل در رودخانه سورن انگلستان مورد بررسی قرار 

ای گرفته، سپس سعی شده است کاربرد اين روش در شبکه

 [.13بررسی شود ]ها نیز از رودخانه

شده برای یافتن تابع ب. پیشینه تحقیقات انجام

 شدت منبع آلاینده )رویکرد ریاضی(

های ( زمان رهاسازی آلاينده در آب1995اسکگز و کابالا )

ها در اين به دست آوردند. آن 1QRزيرزمینی را با روش 

 -جايیتحقیق، معادله پخشیدگی را به معادله جابه

در يک سیستم  QRپراکندگی با حل اپراتور پخشیدگی 

[. نیوپار و همکاران 14مختصات متحرک توسعه دادند ]

 MREهای تیخونوف و ای بین روش( مقايسه2000)

(Minimum Relative Entropy) ها انجام دادند. آن

نتیجه گرفتند که هر دو دارای عملکرد مناسبی هستند؛ اما 

بهتر عمل  MREگیری، روش خطای اندازهدر شرايط نبود 

کند. در صورتی که در شرايط وجود خطا، روش می

[. اتمادجا و 15تیخونوف دارای عملکرد بهتری است ]

که در حقیقت   2BBE( با استفاده از روش 2001بگتزاغُلو )

های زمانی طولانی ارائه برای حل مسائل سهموی در بازه

تقال را به صورت معکوس حل شده بود، توانستند معادله ان

تواند با شده در اين تحقیق میارائه BBEکنند. روش 

های های فعلی آلاينده در سفرهگیریاستفاده از اندازه

[. 16های قبل محاسبه کند ]غیرهمگن، منبع را در زمان

های ای بین روش( مقايسه2003بگتزاغُلو و اتمادجا )
3MJBBE  وQR طور به وژيک وبرای وارونگی هیدرول

خاص برای بازسازی توزيع مکانی توده آلاينده ارائه کردند. 

                 ناهمگن باشد،   متخلخل  محیط  که  مواردی  در QRروش 

3. Marching-Jury Backward Beam Equation 
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 ضعیف عمل می کند؛ اما در مواردی که پارامترها همگن و

قطعیت هستند، بسیار کارآمد  ای اولیه دارای عدمهداده

( منبع آلاينده را در يک 2007[. ژانگ و چن )17است ]

کابین محصور هواپیما، فقط با استفاده از يک سنسور در 

، زمانی که QRدست منبع آلاينده، توسط روش پايین

غلظت آلاينده نسبت به زمان در اوج است، شناسايی کردند. 

را از  1صورت معکوس، تابع چگالی احتمال به QRروش 

کند. محلی که بیشترين موقعیت منبع آلاينده حل می

PDF شود عنوان منبع آلاينده معرفی میرا داراست، به

( روش تحلیلی را برای شناسايی 2012[. وانگ و لیو )18]

ای و در يک بعد ارائه کردند. روش منبع آلاينده نقطه

وجود اطلاعات رصدشده از نقاطی  تحلیلی مذکور، نیازمند

[. مظاهری و همکاران 19متمايز در طول رودخانه است ]

( مسئله برگشتی را در چارچوبی رياضی و با استفاده 2015)

از کاربرد تابع گرين حل کردند. مدل پیشنهادشده قادر به 

بازسازی غلظت رهاشده بر اساس روش تنظیم تیخونوف 

( حدود فعالیت زمانی 2015)[. حمدی و همکاران 20است ]

مرتبط با برخی منابع ناشناخته را با کاربرد معادله 

يافته خطی به صورت دوبعدی پراکندگی توسعه-جايیجابه

ها با برقراری يک روش مورد شناسايی قرار دادند. آن

شناسايی با استفاده از ثبت غلظت در مرز خروجی جريان و 

امنه مورد بررسی ثبت شار بر مرز ورودی جريان در د

 [.21توانستند حدود فعالیت زمانی را به دست آورند ]

شده برای یافتن مکان و ج. پیشینه تحقیقات انجام

 تابع شدت منبع آلاینده )رویکرد ریاضی(

( روشی را برای يافتن مکان و تابع 2005الباديا و همکاران )

برای ها شدت يک منبع آلاينده در رودخانه ارائه کردند. آن

تعیین منبع آلاينده، بايد اطلاعاتی از گذشته منبع آلاينده 

گیری ها با استفاده از اندازهدر اختیار داشته باشند. آن

غلظت در نقاطی از رودخانه و همچنین دانستن زمان 

غیرفعال شدن منبع آلاينده، توانستند مکان و تابع شدت 

[. لینگ و 22منبع آلاينده را در رودخانه شناسايی کنند ]

( مکان منبع ناشناخته را با استفاده از 2006همکاران )

های پراکنده به صورت گیریمعادلات دوبعدی گرما با اندازه

( با در دست 2007[. الباديا و حمدی )23يکتا ثابت کردند ]

داشتن زمان رهاسازی آلاينده در گذشته توانستند با اندازه

علاوه بر اين، اندازه گیری غلظت در نقاطی از رودخانه و

                                                 
1. Probability Density Function 

گیری تغییرات غلظت نسبت به مکان، مکان و تابع شدت 

ها مربوط به گیریمنبع آلاينده را شناسايی کنند. اندازه

( حل 2008[. وانگ و لیو )24است ] DOو  2BODکوپل 

معکوس معادله انتقال در رودخانه را به صورت معادله 

ر ی ثابت در نظديفرانسیل جزئی خطی سهموی با پارامترها

گرفتند. با استفاده از اطلاعات از قبل معلوم درباره منبع 

آلاينده، نشان دادند که حل معکوس معادله انتقال، در اين 

[. حمدی 25حالت به صورت يکتا قابل محاسبه است ]

ای را تحت ( مسئله تشخیص منبع آلاينده نقطه2009)

 ظت درفرضیات محدودکننده در نظر گرفت و با ثبت غل

ای، مکان و تابع غلظت دست منبع نقطهبالادست و پايین

ای را استخراج کرد. وی با برقرار وابسته به زمان منبع نقطه

صريح محل، منبع را تخمین زد کردن روشی به صورت شبه

و با ارائه فرضیات محدودکننده، تابع شدت منبع را از حل 

ی [. حمد4مستقیم يک سیستم خطی به دست آورد ]

ای را با استفاده ( شناسايی يک منبع آلاينده نقطه2011)

يافته دوبعدی به صورت خطی انجام از معادله انتقال توسعه

داد. وی منبع مورد نظر را با در نظر گرفتن فرضیات 

گیری غلظت در مرز جريان خروجی محدودکننده و با اندازه

ه کاز دامنه کنترل شناسايی کرده است. سپس با فرض اين

شود، تابع غلظت منبع، قبل از زمان کنترل نهايی تمام می

صريح مبتنی بر برخی با برقراری يک روش شناسايی شبه

نتايج کنترل مرزی موجود توانست پارامترهای منبع مورد 

گیری غلظت در مرز جريان خروجی و از نظر را با اندازه

[. 26گیری شار در مرز ورودی جريان به دست آورد ]اندازه

( با استفاده از معادله کلی انتقال 2013حمدی و مهفودهی )

بعدی و با در نظر گرفتن ضرايب متغیر مکانی به صورت يک

پراکندگی، سرعت و واکنش و در دسترس داشتن اطلاعات 

پیشین در مورد منبع آلاينده، توانستند مکان و تابع شدت 

 [.27ای را به دست آورند ]منبع آلاينده نقطه

شده در اين زمینه و بررسی ضعفتوجه به تحقیقات انجام با

های موجود در اين تحقیقات، لازم است روشی بیان شود تا 

های تحقیقات موجود را برطرف سازد، علاوه بر اينکه ضعف

بتواند با بیشترين سرعت ممکن به يافتن منشأ و منبع 

 هگونآلاينده بپردازد. در اين مقاله، سعی شده بدون هیچ

اطلاعاتی درباره منبع آلاينده و فقط با اطلاع داشتن 

محدوده تقريبی منبع و برداشت داده در دو نقطه از 

2. Biochemical Oxygen Demand 
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دست منبع رودخانه، يکی در بالادست و ديگری در پايین

آلاينده، با بیشترين سرعت ممکن و صرف زمان کمتر نسبت 

ها، به مکان منبع آلاينده دسترسی پیدا کرد. به ساير روش

راحتی تابع غلظت توان بهاز يافتن مکان منبع، می پس

آلاينده رهاشده در رودخانه را بازسازی کرد. از آنجا که 

زمان چند منبع آلاينده در رودخانه، دور از انتظار فعالیت هم

نیست، مجهول بودن مکان و تابع شدت هريک از اين منابع، 

 د. ورودپیچیدگی مسئله را به مراتب چند برابر خواهد کر

هايی با مکان و تابع شدت مجهول در رودخانه، برای آلاينده

زيست خطری بزرگ خواهد بود؛ بنابراين در اين محیط 

منابع آلاينده مجهول در رودخانه در  مقاله به يافتن همه

شود. اين تحقیق در چارچوب کاملاً رياضی پرداخته می

درباره منابع گونه اطلاعاتی شرايطی انجام شده است که هیچ

آلاينده در دسترس نیست و تنها با برداشت داده در نقاط 

های معدودی از رودخانه صورت گرفته است. يافتن مکان

منابع آلاينده و شناسايی توابع شدت منابع در اين تحقیق 

های در بیشترين سرعت ممکن و بدون استفاده از الگوريتم

 تکرار شونده صورت گرفته است.

شود آگاهی نسبت به محیط بیشتر شده، باعث می اين نتايج

 زيست پیشگیری گردد.های احتمالی به محیط از آسیب

 ها. مبانی تئوری و روش2
در مقاله مورد بررسی، هدف اين است که مکان و توابع 

موجود در رودخانه شناسايی شوند.  منابع آلاينده شدت همه

نظر است که در آن ای مدّ برای اين منظور، ابتدا رودخانه

تنها يک منبع فعالیت دارد، مکان و تابع شدت اين منبع 

گونه اطلاعاتی از منبع در مجهول است و در ضمن هیچ

اختیار نیست. برای شناسايی منبع مجهول در رودخانه، 

برداشت داده از دو ايستگاه مشاهداتی در طول رودخانه 

ای اختیار نهشود. دو ايستگاه مذکور بايد به گوانجام می

دست شوند که اولی در بالادست منبع و دومی در پايین

منبع قرار گیرد. با توجه به اينکه در حل معکوس معادله 

پراکندگی، حل مستقیم آن نیز مورد نیاز است، -جايیجابه

شود. در انتها، اين مدل حل مستقیم آن در ادامه انجام می

زمان چند منبع مشود که های توسعه داده میبه رودخانه

کنند. رودخانه مورد نظر به طول آلاينده در آن فعالیت می

l  (: 1به صورت زير است )شکل 

 
های : رودخانه فرضی و جانمايی منبع آلاينده و ايستگاه1شکل 

 زمان-های غلظتگیری منحنیاندازه

پراکندگی حاکم در رودخانه فوق به -جايیمعادله جابه

 [:6صورت زير نشان داده شده است ]

(6) c c c
V D Rc x t

t x x
( , )

  
   

  

2

2
 

(7) x t w t x S( , ) ( ) ( )   

(8) c x( , ) 0 0 

(9) c t( , ) 0 0 

(10) 
x l

c

x






0 

، 1ضريب پراکندگی Dغلظت آلاينده،  cدر معادلات بالا، 

V  ،سرعت جريانR 2ضريب واکنش،() ،ترم منبع

w(t)برابر با تابع شدت منبع آلاينده، ()  برابر با تابع

 tو  xرودخانه و طول  lمکان منبع،  S ،3دلتای ديراک

ترتیب بیانگر بعد مکان و زمان در معادلات هستند. نیز به

شرايط  (10)و  (9)بیانگر شرط اولیه و معادلات  (8)معادله 

 مرزی حاکم در اين رودخانه هستند.

پراکندگی در رودخانه -جاییمدل معکوس جابه -2-1

 با وجود یک منبع آلاینده

شناسايی مکان و بازيابی تابع شدت منبع آلاينده در 

انتقال توان توسط کاربرد مدل معکوس رودخانه را می

آلاينده در رودخانه انجام داد. برای رسیدن به اين هدف بايد 

های مربوط به توزيع زمانی و مکانی غلظت در اختیار داده

باشد. در اين بخش، در دو مرحله مکان و تابع شدت منبع 

 آيد.آلاينده به دست می

 الف. شناسایی مکان منبع آلاینده در رودخانه

با برداشت غلظت در دو نقطه از رودخانه در طول زمان 

توان مکان منبع آلاينده را در رودخانه مشخص، می

تشخیص داد.

 

                                                 
1. Dispersion coefficient 
2. Reaction coefficient 

3. Dirac delta function 
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شده مکان منبع آلاينده در ، معادله استخراج(11)معادله 

توان رودخانه است. با به دست آوردن پارامترهای معادله می

 مکان منبع را شناسايی کرد.

در ادامه، به روش محاسبه و معرفی ضرايب رابطه مکان 

شود. با استفاده از معادلات زير منبع آلاينده پرداخته می

 شده در فوق رسید:توان به معادله مکان منبع ارائهمی

(12) 

V
x

D
b

V
bT

D

Q x T x dx
D

a b b dt

e
c( , ) ( )

c( , t) e ( ) c( , t)









 


 
 
 





1 10

10

 

(13) 

V
x

D
b

V
aT

D

Q x T x dx
D

b a a dt

e
c( , ) ( )

c( , t) e ( ) c( , t)









 


 
 
 





2 20

10

 

(14) 
S Q

S Q

( )

( )




2 2

1 1

 

شناسايی  همکان منبع طبق معادل (14)با حل معادله 

(x)شود.می
1

(x)و  
2

معادلات مذکور از حل معادلات  

 آيند.ديفرانسیل زير به دست می

 
V

x
D

V R
x x x e x a b

D D
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )     


       
1 1 1 1 1

0 0  

  (15) 

 
V

x
D

V R
x x x e x b a l

D D
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )     


        
2 2 2 2 2

0 

  (16) 

معادلات ديفرانسیل همراه شرايط مرزی در بالا ارائه شده 

rاست که اگر 
1

rو  
2

 مشخصه های معادلهريشه 

Dr Vr R  2 باشند، با حل معادلات مذکور  0

(x)توان می
1

(x)و 
2

 را به صورت زير استخراج کرد. 

   (17) 

aV

r x a r x aD

rx r x

aV

r a r aD

rb r

e e e
x H x a e e

r r

e e e

r r e e

( ) ( )

(b ) (b )

b

( ) ( ) ( )

( )( )

 



 

 


    






 

 
 

 
 

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2

1 2

 

 

(x)و 
2

 به صورت زير است: 

 

bV

r x b r x bD

rx r x a r r

bV

r l b r l bD

rl r l a r r

e e e
x H x b e e

r r

e re re

r r re re

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

 



 

 

 

 


    






 

 
   

 

 
 

 
 

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

2

1 2

1 2

1 2 1 2

 

  (17) 

تابع هويسايد است. در معادلات فوق  ()Hدر معادلات بالا، 

c a t( , cو  ( b t( , شده در طول زمان گیریهای اندازه، داده(

cمشاهداتی و  در دو ايستگاه x T( , پروفیل مکانی غلظت  (

در زمان نهايی در همه نقاط رودخانه است. برداشت اين 

های پروفیل در رودخانه امری دشوار است؛ زيرا به ايستگاه

زمان داده در اين فراوان در طول رودخانه و برداشت هم

های بعد، روش ابتکاری ها نیاز داريم. در بخشايستگاه

انه مورد بحث قرار چگونگی برداشت اين مجهول در رودخ

گیرد. پس از ارائه الگوريتم شناسايی مکان منبع آلاينده می

در مطالب مذکور، به چگونگی بازيابی تابع شدت منبع 

 شود.پرداخته می

 ب. شناسایی تابع شدت منبع آلاینده در رودخانه

پس از ارائه الگوريتم شناسايی مکان منبع آلاينده، در ادامه 

شود. ی تابع شدت منبع پرداخته میبه چگونگی بازياب

 شده در اين بخش، معادله انتگرالی زير است:معادله استفاده

(18) t

s
c x t w G x x t d( , ) ( ) ( , , )   0 

)wدر معادله فوق، )  برابر با تابع شدت منبع آلاينده و
s

x 

نیز برابر با مکان آن است. 
s

G x x t( , , از رابطه زير تبعیت  (

 کند:می

(19) 
s

s s
V x x V x x x xR

D D Dt Dt
s

G x x t
Dt

( ) ( ) ( )t

( , , ) e e e


 
   

  
 

 
   
 
 

2 2 2

2 4 4 41

2
 

در حقیقت، حل يک مسئله  (18)حل معادله انتگرالی 

سازی و تبديل آن به يک معکوس خطی است که با گسسته

)wدستگاه معادلات خطی شامل مقادير گسسته تابع  ) 

 شود. عنوان مجهولات، انجام میبه

شده در اينجا، معمولًا دستگاهی لدستگاه تشکی :1تذکر 

های خاص بدخیم است و برای حل آن بايد از تکنیک

استفاده کرد. حل يک دستگاه خطی فرامعین در حالت 

عادی با تبديل آن به يک مسئله حداقل مجذورات خطی 
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دست قابل انجام است. بر اين اساس، برای دستگاه جوابی به 

را حداقل  م اقلیدسی آنآيد که اين جواب، نرم درجه دومی

 کند.می

های خطی فرامعین در حالت عادی دستگاهحل 

تواند توسط روش حداقل مجذورات خطی خیم( می)خوش

انجام شود. در صورت بدخیم بودن دستگاه، بايد دستگاه را 

خیم تبديل کرد. اين کار با روشی به يک دستگاه خوش

ترين معروف شود. يکی ازهای تنظیم انجام میتوسط روش

های تنظیم، روش تیخونوف است و پرکاربردترين روش

[. در روش تیخونوف، مسئله حداقل مجذورات خطی 29]

 شود:معمولی، با معادله زير جايگزين می

(20) min
x
Ax- b Kx 2

2 2
 

نیز  Kبرابر با پارامتر تنظیم و ماتريس  در رابطه فوق، 

برابر با ماتريس عملگر مشتقی است که درجه آن درجه 

دهد. برای تنظیم درجه صفر، ماتريس تنظیم را نشان می

K  برابر با ماتريس همانی از درجهm  است. جواب مسئله

 [:28صورت زير است ]به 

(21)  T T -1 Tx = (A A+ K K) A b2 

Kx2اضافه کردن قید

2
به مسئله حداقل مجذورات 

کند. خطی معمولی، مشکل بدخیم بودن مسئله را حل می

استفاده  curve-L، از روش برای تعیین پارامتر تنظیم، 

ازای مقادير مختلف پارامتر شده است. به کمک اين روش، به

ازای هر حل، شود و به( حل می22، مسئله )تنظیم، 

Kxمقدار عبارت
2

-Axدر برابر   b
2

در مقیاس  

گردد. بهترين پاسخ برای لگاريتمی رسم می-لگاريتمی

پارامتر تنظیم )
opt
 .در گوشه اين منحنی خواهد بود ،)

اين امر بدين علت است که در اين نقطه، تعادل بین اثر 

Kxعبارات 
2

-Axو   b
2

 شود.رار میدر مسئله برق 

پراکندگی در -جاییمدل مستقیم جابه -2-2

 با وجود یک منبع آلاینده رودخانه

با دانستن مکان و تابع شدت منبع آلاينده با حل مستقیم  

توان توزيع زمانی غلظت را پراکندگی، می-جايیمعادله جابه

 در نقاط مختلف مختلف رودخانه به دست آورد.

با استفاده از روش تابع گرين در  (6)حل مستقیم معادله 

حل معادلات ديفرانسیل جزئی به صورت زير انجام شده 

 است:

(23) t l
c x t G x t d dt( , ) ( , ) ( , , )       0 0

 

(24) 
V x V D nV R t tRt D D n nD l

n n

y x y
G x t Ae e e

l

( )
( ) ( )

( , , )

  




 
        
 



 




2 2 2

22 4

2
1

2

1
 

(25) 
V
D

Vl

D

A

e


 

1

 

(26) 
n n

n x n x
y x

l l
( ) cos sin

 


   
    

   
 

(27) 
n

Vl

D n






2

 

cدر اين تحقیق،  a t( , ) ،c b t( , های که همان منحنی (

گیری غلظت در دو ايستگاه زمان هستند، از اندازه-غلظت

مشاهداتی به دست آمدند. برای شناسايی مکان منبع 

گیری پروفیل مکانی غلظت يا آلاينده، نیاز به اندازه

c x T( , بر و عملاً در رودخانه است که امری هزينه (

حلی برای غیرممکن خواهد بود. بر اين اساس، در ادامه راه

شود. با ارائه می Tيافتن پروفیل مکانی غلظت در زمان 

در نظر  lتا  bبه طول  ، اگر رودخانه(1)توجه به شکل 

توان پروفیل (، طبق مراحل زير می2گرفته شود )شکل 

 مکانی را محاسبه کرد.

 
 lتا  bای به طول رودخانه: 2شکل 

بوده که قرار  (1)رودخانه فوق، بخشی از رودخانه شکل 

از اين رودخانه استخراج  Tاست پروفیل مکانی در زمان

قدری زياد باشد که بايد به bشود، برداشت داده در مکان 

زمان -کل غلظت آلاينده از اين نقطه بگذرد و منحنی غلظت

مذکور، معادله در اين نقطه به صفر برسد. با توضیحات 

پراکندگی همراه شرايط مرزی و اولیه به قرار زير -جايیجابه

 است:

(28) c c c
V D Rc

t x x

  
   

  

2

2
0 

(29) c x x b l( , ) ( , ) 0 0 

(30) 
b

c b t d t t T( , ) ( ) ( , )  0 

(31) 
x l

c

x






0 

، (30)در معادله 
b

d t(  bزمان در نقطه -منحنی غلظت (

شده در با شرايط اولیه و مرزی ارائه (28)است. حل معادله 
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حل معادلات مطالب فوق با استفاده از روش تابع گرين در 

 ديفرانسیل جزئی به صورت زير انجام شده است:

(32) t

b
c x t D d G x t d( , ) ( ) ( , , )    0 0 

در زمان  lتا  bبا توجه به حل فوق، پروفیل مکانی در طول 

T شود. از طرفی، در طول صفر تا مشخص میb  در طول

برابر صفر است؛ پس  Tرودخانه نیز پروفیل مکانی در زمان 

با توجه به توضیحات بالا، پروفیل مکانی در طول رودخانه 

  آيد.به دست می bگیری سری زمانی در نقطه تنها با اندازه

بايد دقت کرد برای يکتا بودن پاسخ مدل معکوس، در حالت 

وجود يک منبع آلاينده، نقطه شاهد در بالادست منبع 

آلاينده به صورتی انتخاب شود که مقداری آلاينده، هرچند 

ناچیز، به اين نقطه برسد. موقعیت نقطه شاهد در بالادست 

ارامترهای جريان دارد، به منبع آلاينده، ارتباط مستقیم با پ

صورتی که اگر ضريب پراکندگی هرچه کمتر و ضريب 

تر به سرعت بیشتر باشد، موقعیت نقطه شاهد بايد نزديک

منبع آلاينده باشد و اگر ضريب پراکندگی زياد و ضريب 

سرعت کم باشد، موقعیت نقطه شاهد در بالادست رودخانه 

ب شود. موقعیت نقطه تواند دورتر از منبع آلاينده انتخامی

تواند باشد و تنها دست رودخانه، هر جايی میشاهد در پايین

شرط آن اين است که توابع ويژه در آن نقطه صفر نشود. 

دست رودخانه تا گیری غلظت در نقطه شاهد پايیناندازه

ادامه دارد که غلظت آلاينده به صورت کامل از نقطه  زمانی

گیری غلظت تا زمانی شاهد بگذرد يا به عبارت ديگر، اندازه

گونه اثری از آلاينده در آن ادامه داشته باشد که ديگر هیچ

 نقطه مشاهده نشود.

ای با وجود پس از محاسبه منبع آلاينده مجهول در رودخانه

جود چند منبع در رودخانه يک منبع، مدل برای حالت و

طور مفصل به اين موضوع يابد. در ادامه، بهتوسعه می

 شود.پرداخته می

پراکندگی در -جاییمدل معکوس جابه -2-3

 ای با وجود چند منبع آلایندهرودخانه

زمان منابع آلاينده در اين مقاله سعی شده است بتوان هم

د چند منبع فعال در رودخانه را شناسايی کرد؛ زيرا وجو

آلاينده در رودخانه و مجهول بودن مشخصات مربوط به 

منبع، از جمله مکان و تابع شدت رهاشده آلاينده بیشتر به 

تر است و پیچیدگی مسئله را دوچندان میواقعیت نزديک

کند. بنابراين در اين تحقیق، ابتکاری برای شناسايی اين 

 منابع ارائه شده است.

تواند هر لاينده موجود در رودخانه میدر اين بخش، منابع آ

تعدادی در نظر گرفته شود؛ اما برای راحتی فهم اين بخش، 

طور مثال تعداد منابع موجود در رودخانه سه عدد در نظر به

گرفته شده است. بنابراين، در دو نقطه بالادست و 

دست هر منبع آلاينده در رودخانه توزيع زمانی غلظت پايین

شده در بخش قبل، د. سپس با مدل ارائهشوبرداشت می

مکان و شدت منابع آلاينده به صورت معکوس به دست می

، سه منبع آلاينده در فواصلی از (3)آيد. مطابق شکل 

رودخانه قرار دارند. نقاط شاهد )
i

p در شکل مشخص شده )

و است. شايان ذکر است نقاط برداشت داده در بالادست 

اه هايی باشند. ايستگدست رودخانه بايد دارای ويژگیپايین

برداشت داده در بالادست منبع آلاينده بايد به صورتی 

انتخاب شود که نسبت به پراکندگی و سرعت رودخانه 

مقداری هر چند ناچیز از غلظت به اين نقطه برسد؛ اما نقطه 

رودخانه دست دست منبع آلاينده ،هر مکانی در پايینپايین

 تواند انتخاب شود. می

 
ای گیری غلظت در رودخانههای اندازه: موقعیت ايستگاه3شکل 

 با وجود سه منبع آلاينده

پراکندگی در -جاییمدل مستقیم جابه -2-4

  ای با وجود سه منبع آلایندهرودخانه

ر موجود دبرای شناسايی مکان و تابع شدت منابع آلاينده 

رودخانه بايد در نقاطی از رودخانه غلظت ثبت شود؛ اما از 

ای فرضی انجام شده طرفی، چون اين تحقیق در رودخانه

-جايیاست، با استفاده از حل مستقیم معادله جابه

پراکندگی با وجود سه منبع آلاينده مقادير غلظت در 

معادله شود. در ادامه، های مورد نظر محاسبه میايستگاه

پراکندگی برای چند منبع آلاينده بازنويسی می-جايیجابه

 گردد.

(33) 
c c c

V D Rc
t x x

w t x S w t x S w t x S( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  

  
   

  
    

2

2

1 1 2 2 3 3

 

(34) c x( , ) 0 0 

(35) c t( , ) 0 0 

(36) 
x l

c

x






0 
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پراکندگی همراه با شرايط -جايیمعادلات فوق، معادله جابه

هستند. برای در  3اولیه و مرزی حاکم بر رودخانه شکل 

 گیریهای اندازهدست داشتن مقادير غلظت در ايستگاه

(p p p p, , ,
4 3 2 1

( بايد معادله فوق حل شود. سپس 

 گردد.زمان از اين بخش استخراج می-نمودارهای غلظت

pزمان در -بعد از اينکه نمودارهای غلظت
1

 ،p
2

 ،p
3

pو  
4

 

استخراج شد، به اثبات مکان و شدت اولین منبع آلاينده 

 شود. پرداخته می

برای يکتايی پاسخ مدل معکوس در حالت وجود چند منبع 

آلاينده در رودخانه، نحوه قرار گرفتن نقاط شاهد در 

ای است که در ای با چند منبع آلاينده به گونهرودخانه

يک نقطه شاهد دست هر منبع آلاينده، بالادست و پايین

منبع  دستقرار بگیرد يا به عبارت ديگر، نقطه شاهد پايین

آلاينده اول، نقطه شاهد بالادست منبع آلاينده دوم نیز 

باشد. محل قرار گرفتن نقطه شاهد بین دو منبع آلاينده 

تر به منبع ای باشد که نقطه شاهد نزديکبايد به گونه

ند ناچیز از منبع دوم آلاينده دوم قرار گیرد تا مقداری هرچ

 به نقطه شاهد بالادست خود برسد.

الف. شناسایی مکان و تابع شدت اولین منبع آلاینده 

 در رودخانه

شود تنها يک منبع آلاينده در رودخانه فعال است فرض می

pهای زمان در ايستگاه-های غلظتو با استفاده از منحنی
1

 

pو 
2

Sمکان  
1

شود. با داشتن مانند بخش قبل شناسايی می 

توان شدت منبع آلاينده در رودخانه مکان منبع آلاينده می

(w t( )
1

( را نیز مانند بخش قبل شناسايی کرد. پس از يافتن 

پراکندگی به -جايیشدت اولین منبع آلاينده، معادله جابه

شود و به صورت مستقیم نمودارهای صورت زير نوشته می

pهای زمان در ايستگاه-غلظت
2

 ،p
3

pو  
4

محاسبه  

 گردد.می

(37) c c c
V D Rc w t x S

t x x
( ) ( )

  
    

  

2

1 12
 

(38) c x( , ) 0 0 

(39) c t( , ) 0 0 

(40) 
x l

c

x






0 

pزمان تولیدشده در نقاط -نمودارهای غلظت
2

 ،p
3

pو  
4

 

زمان تولیدشده در -بايد از نمودارهای غلظت (33)از معادله 

pنقاط 
2

 ،p
3

pو  
4

کم شوند تا بتوان مکان  (37)از معادله  

 و شدت دومین منبع آلاينده را محاسبه کرد.

ده آلاینب. شناسایی مکان و تابع شدت دومین منبع 

 در رودخانه

زمان حاصل از معادله -پس از به دست آوردن منحنی غلظت

pدر نقاط  (37)
2

 ،p
3

pو  
4

ها از منحنیو کم کردن آن 

های جديدی به های حاصل از سه منبع آلاينده، منحنی

pهای جديد نقاط نحنیتوان با مآيد که میدست می
2

و  

p
3

Sمکان  
2

را مانند بخش قبل شناسايی کرد. با در دست  

توان شدت منبع آلاينده )داشتن مکان منبع آلاينده می

w t( )
2

ت از يافتن شد( را نیز مانند بخش قبل شناخت. پس 

 پراکندگی به صورت-جايیدومین منبع آلاينده، معادله جابه

-شود و به صورت مستقیم نمودارهای غلظتزير نوشته می

pهای زمان در ايستگاه
3

pو  
4

 گردد.محاسبه می 

(41) c c c
V D Rc w t x S

t x x
( ) ( )

  
    

  

2

2 22
 

(42) c x( , ) 0 0 

(43) c t( , ) 0 0 

(44) 
x l

c

x






0 

pزمان تولیدشده در نقاط -نمودارهای غلظت
3

pو  
4

از  

زمان تولیدشده در -بايد از نمودارهای غلظت (41)معادله 

pنقاط 
3

pو  
4

 کم شوند. (37)و  (33)از معادلات  

 کان و تابع شدت سومین منبع آلایندهج. شناسایی م

برای شناسايی سومین منبع آلاينده در رودخانه و با توجه 

آمده دست  های منبع آلاينده اول و دوم بهبه اينکه شدت

-جايیصورت جدا در معادله جابهاست، هرکدام به 

های خود را که همان منحنیشده، خروجیپراکندگی حل 

pزمان در نقاط-های غلظت
3

pو  
4

کنند. است، تولید می 

و  (37)زمان که از معادلات -های غلظتحال، اين منحنی

زمان در نقاط -های غلظتتولید شدند، بايد از منحنی (41)

p
3

pو  
4

کم شوند و خروجی آن برای  (33)در معادله  

محاسبه آخرين منبع آلاينده به کار گرفته شود. پس از در 

توان مانند های جديد مذکور، میدست داشتن منحنی

بخش قبل، مکان منبع آلاينده سوم را محاسبه کرد و سپس 

اين منبع آلاينده پرداخت. شايان ذکر به پیدا کردن شدت 
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افزارهای متلب و میپل حل است معادلات فوق توسط نرم

 شده است.

 نتایج و بحث -3
شده برای يک منبع در بند قبل ثابت شد که مدل ارائه

آلاينده در رودخانه، قابل تعمیم به چند منبع آلاينده در 

های رودخانه است. هدف از ارائه اين مثال، بررسی آرايش

سنجی اين ها، کارايی و صحتمناسب نقاط شاهد، تعداد آن

وجود چند منبع آلاينده است. در اين مثال،  مدل در حالت

سه منبع آلاينده با توابع شدت متفاوت از هم در نظر گرفته 

های مختلف آرايش نقاط شاهد، نتايج شوند و در حالتمی

گردد. چهار نقطه شاهد برای مدل معکوس ارائه می

شناسايی سه منبع آلاينده در رودخانه نیاز است. 

موقعیت نقاط شاهد و منابع آلاينده در پارامترهای جريان و 

رودخانه به شرح زير است:

 : پارامترهای جريان در رودخانه فرضی1 جدول

 

 

 
 منابع آلاينده: موقعیت نقاط شاهد و 2جدول 

l(m) p (m)
4

 S (m)
3

 p (m)
3

 S (m)
2

 p (m)
2

 S (m)
1

 p (m)
1

 

15000 14000 11000 10000 7000 5500 3000 1000 

زمان نیاز داريم. با اجرای مدل -های غلظتدر ابتدا به منحنی

های بدون زمان در نقاط شاهد در حالت-مستقیم، منحنی غلظت

به دست  (4)شکل درصد مطابق  5خطا و با اعمال سطح خطای 

شده فرضی است، با ارائههای آيد. با توجه به اينکه مثالمی

پراکندگی، توزيع -جايیاستفاده از حل مستقیم معادله جابه

شود. از های مشاهداتی استخراج میزمانی غلظت در ايستگاه

آنجا که برداشت داده در رودخانه با خطا همراه است، به مقادير 

درصد خطا اضافه شده تا به واقعیت  5خروجی از حل مستقیم 

 [.4و نتايج در اين حالت مورد ارزيابی قرار گیرد ]تر شود نزديک

ها مثبت های واقعی بدون خطا نیستند، بايد به دادهچون داده

منفی خطا وارد شود. نحوه وارد کردن خطا به اين صورت است 

بردار خطا  yدر نظر گرفته شود و بردار  xها که اگر بردار داده

عنوان مثال، اگر . بهضرب شود yدر بردار  xباشد، بايد بردار 

 05/1تا 95/0اعداد متغیر بین  yدرصد باشد، بردار  5مقدار خطا 

غلظت در ايستگاه بالادست بسیار کم و عملأ غیرقابل  خواهد بود.

گیری با سنسورهای موجود است؛ اما نکته حائز اهمیت اندازه

اين است که مقادير غلظت به صورت يکه در طول زمان برای 

منبع آلاينده نیاز نیست و آنچه مهم است، مساحت  يافتن مکان

ها است و اين مقدار مساحت زير منحنی است که زير منحنی

در  شود. مقدار مساحت زير منحنیمستقیم وارد محاسبات می

گیری شده است. مقدار مساحت زير منحنی ايستگاه اول اندازه

 م وبستگی به شرايط جريان در رودخانه دارد. هرچه سرعت ک

 ضريب پراکندگی بیشتر باشد، مقدار اين عدد بیشتر خواهد شد.

گیری در بالادست رودخانه به منبع همچنین اگر ايستگاه اندازه

تر باشد، مقدار مساحت زير منحنی بیشتر خواهد آلاينده نزديک

گیری به منبع آلاينده شد که واضح است هرچه ايستگاه اندازه

تر محاسبه خواهد شد. آلاينده دقیقتر باشد، مکان منبع نزديک

گیری بالادست، برای روشن شدن مطالب فوق، ايستگاه اندازه

شود. واضح است که تر میيک کیلومتر به منبع آلاينده نزديک

تر باشد، پاسخ، گیری به منبع نزديکهرچه ايستگاه اندازه

تر خواهد بود. در شکل فوق، در ايستگاه اول، مقدار دقیق

است. اگر  75/1×10-5در حالت بدون خطا  زير منحنیمساحت 

کیلومتری بالادست منبع آلاينده در زمان در يک-منحنی غلظت

است. اين  65/4×10-2نظر گرفته شود، مساحت زير منحنی 

 65/4×10-2تا  75/1×10-5توان از مقدار عدد را در اين مثال می

  متغیر در نظر گرفت.

 شدت اولین منبع آلایندهشناسایی مکان و تابع  -3-1

زمان در نقاط -های غلظتدر اين بخش با استفاده از منحنی

pشاهد 
1

pو  
2

و استفاده از مدل معکوس، مکان منبع آلاينده  

S
1

شناسايی و سپس با استفاده از معلوم بودن اولین مکان منبع  

بازسازی  4شکل آلاينده، تابع شدت منبع آلاينده نیز مانند 

مکان اولین منبع آلاينده با اعمال  (5) شکلبا توجه به  .شودمی

آيد. پس از يافتن مکان متر به دست می 3012درصد خطا  5

(. با 6شکل شود )دت منبع آلاينده شناسايی میمنبع، تابع ش

s
R( )1 m

s
D( )

2

 m
s

V ( ) 

0 25 3/0 



 سازی رياضیزمان مکان و توابع شدت چندين منبع آلاينده فعال در رودخانه با استفاده از مدلشناسايی هم                                          268

 

 1399، بهار 60سال هجدهم، شماره                                                                                        یدر مهندس یمجله مدل ساز

توجه به اينکه مکان و تابع شدت منبع آلاينده اول شناسايی 

پراکندگی اثر اين -جايیتوان با حل مستقیم معادله جابهشد، می

 دست نیز به دست آورد.منبع آلاينده را در نقاط شاهد پايین

 

 

 

 

 
pدرصد خطا )راست(، )الف( نقطه شاهد  5زمان در نقاط شاهد، بدون اعمال خطا )چپ( و با اعمال -های غلظت: منحنی4شکل 

1
، )ب( نقطه شاهد 

p
2

p، )ج( نقطه شاهد
3

p، )د( نقطه شاهد
4

 

0

0.2

0.4
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

c/
c m

ax

x 10-10

t/T
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c m
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pدست منبع آلاينده اول، )الف( نقطه شاهدزمان در بالادست و پايین-های غلظت: منحنی5 شکل
1

p، )ب( نقطه شاهد
2

 
 

 
 : نتايج محاسبه تابع شدت منبع آلاينده اول6 شکل

 
دست و بالادست منبع آلاينده، )الف( نقطه شاهدمنبع آلاينده اول در نقاط شاهد پايینزمان جديد بر اساس حذف اثر -های غلظت: منحنی7شکل 

p
2

p، )ب( نقطه شاهد
3

 شناسایی مکان و تابع شدت دومین منبع آلاینده  -3-2

 -های غلظتهدف از اين بخش اين است که با استفاده از منحنی

 -های غلظتتولیدی از اثر هر سه منبع آلاينده و منحنی زمان

pزمان تولیدی از اثر منبع آلاينده اول در نقاط شاهد
2

pو  
3

 

بتوان مکان و تابع شدت منبع آلاينده دوم را شناسايی کرد. 

برای دستیابی به اين هدف، بايد اثر منبع آلاينده اول را از 

pمجموع منابع در نقاط شاهد
2

pو  
3

بیانگر  7کم کرد. شکل  

 اين موضوع است.

مکان منبع  (7)شکل زمان -تهای غلظبا استفاده از منحنی

 نمتر به دست آمده است. پس از يافتن مکا 7020آلاينده دوم 

بازسازی  (8)شکل منبع آلاينده دوم، تابع شدت آن نیز مطابق 

 شود.می

 شناسایی مکان و تابع شدت سومین منبع آلاینده  -3-3 

با توجه به اينکه مکان و تابع شدت منابع آلاينده اول و دوم 

توان با حل مستقیم اثر منبع آلاينده دوم را شناسايی شد، می

دست به دست آورد. در اين بخش نیز نیز در نقاط شاهد پايین

زمان -های غلظتهدف اين است که با استفاده از منحنی

زمان -های غلظتتولیدی از اثر هر سه منبع آلاينده و منحنی

pنقاط شاهدتولیدی از اثر منبع آلاينده اول و دوم در 
3

pو  
4

 

بتوان مکان و تابع شدت منبع آلاينده سوم را شناسايی کرد. 

برای دستیابی به اين هدف، بايد اثر منابع آلاينده اول و دوم را 

pاز مجموع منابع آلاينده در نقاط شاهد
3

pو  
4

کم کرد. شکل  
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 (9)شکل های بیانگر اين موضوع است. با استفاده از منحنی 9

توان مکان و تابع شدت منبع آلاينده سوم را نیز شناسايی می

مکان  (9)شکل زمان -های غلظتبا توجه به منحنی کرد.

متر شناسايی  11035سومین منبع آلاينده موجود در روخانه 

يافتن مکان سومین منبع، تابع شدت آن نیز  شده است. پس از

 بازسازی شده است. (10)شکل مطابق 

 
 : نتايج محاسبه تابع شدت منبع آلاينده دوم8شکل 

 
دست منبع آلاينده سوم، )الف( نقطه شاهد زمان جديد بر اساس حذف اثر منبع آلاينده اول و دوم در نقاط شاهد پايین-های غلظت: منحنی9 شکل

p
3

p، )ب( نقطه شاهد 
4

 

 
 : نتايج محاسبه تابع شدت منبع آلاينده سوم10 شکل

تواند شود، اين مدل میطور که در نتايج فوق مشاهده میهمان

دخانه، مکان و تابع شدت با برداشت داده در نقاط معدودی از رو

بینی کند. شايان ذکر است منابع آلاينده را با حداقل خطا پیش

زمان -هرچه تعداد منابع آلاينده و خطای وارد در منحنی غلظت

در رودخانه بیشتر شود، منابع آلاينده با خطای بیشتری محاسبه 

 خواهد شد.

 گیری. نتیجه4
ای به کار گرفته رودخانهدر پژوهش حاضر، از مدل معکوس در 

زمان تعدادی منابع آلاينده با مشخصات شده است که هم

کارگیری اين مدل، مکان و کنند. با بهنامعلوم در آن فعالیت می

تابع شدت اين منابع نامعلوم شناسايی شد. برای تحقق اين 

دست هر منبع توزيع زمانی غلظت هدف از بالادست و پايین

. برای برداشت داده در اين مقاله از حل برداشت گرديده است

پراکندگی استفاده شده است. از آنجا -جايیمستقیم معادله جابه

درصد خطا  5که برداشت داده در واقعیت با خطا همراه است، 

های خروجی از حل مستقیم اعمال شده تا اثر خطا در به داده

ه شود. دشناسايی مکان و بازيابی توابع شدت منابع آلاينده مشاه
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شايان ذکر است توابع شدت منابع آلاينده فعال در رودخانه به 

های صورت متفاوت در نظر گرفته شدند تا کارايی روش در شکل

مختلف توابع شدت مشاهده شود. يافتن توابع شدت منبع 

آلاينده با استفاده از يک معادله انتگرالی انجام شد. سپس با 

ستگاه معادلات خطی با شدتسازی معادله انتگرالی، دگسسته

عنوان مجهولات دستگاه، تشکیل داده شد. های منبع آلاينده به

آمده، برای حل آن از دستبا توجه به بدخیم بودن دستگاه به

شده استفاده گرديد. روش روش حداقل مجذورات خطی تنظیم

کاررفته در اين تحقیق، روش تیخونوف و روش تنظیم به

 L-curveاسبه پارامتر تنظیم نیز روش کاررفته برای محبه

سنجی بین حالت دقیق و نتايج حاصل از است. در پايان، صحت

مدل معکوس انجام شد. در تمام موارد، نتايج مدل معکوس با 

 دقت مناسبی قابل قبول بود.
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